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1. Introducción

Uno de los principales intereses en Sistemas Dinámicos es medir caos. Este
concepto engloba una serie de fenómenos, tales como: abundancia de puntos
periódicos, abundancia de órbitas densas, predicción de la posición de puntos a
lo largo del tiempo. Con esto en mente tiene sentido estudiar la interacción de
puntos de distintas localidades del espacio en cuestión. Es aqúı donde nace la
noción de mixing. El mixing topológico de un sistema dinámico es la propiedad
de interacción persistente en tiempos futuros entre regiones independientes del
espacio. En particular esta propiedad nos dice que no es posible predecir con
precisión la ubicación de un punto en el futuro. Formalmente, se tiene la siguiente
definición.

Definición 1.1. Diremos que un flujo pϕtqtPR definido sobre un espacio to-
pológico X es topológicamente mixing si para cada par de abiertos U, V , existe
T ¡ 0 tal que

ϕtpUq X V � H,@t ¡ T.

Probar que un flujo satisface la propiedad de mixing sobre espacios métricos
compactos es un problema de por śı complicado, pero añadir un factor de no
compacidad del espacio lo convierte en un problema aún más desafiante.

Un primer paso para comenzar a abarcar esta problemática es considerar
espacios donde la dinámica en las zonas no compactas esté bien controlada.
Este es el caso de superficies hiperbólicas, donde el sistema dinámico natural a
considerar es aquel definido por seguir las curvas que minimizan distancia, es
decir, curvas geodésicas.

Siguiendo esta idea, en estas notas consideraremos superficies hiperbólicas
y estudiaremos la propiedad de mixing de un sistema dinámico muy particular
definido tanto geométrica como algebraicamente: el flujo geodésico. Éste es el
flujo determinado por seguir a tiempo t la geodésica orientada determinada por
un punto y un vector en el plano tangente en este punto.

El siguiente enunciado es el resultado principal de estas notas.

Teorema 1.2. El flujo geodésico sobre una superficie hiperbólica de volumen
finito es topológicamente mixing.

Las superficies hiperbólicas son siempre obtenidas como cocientes del semi-
plano de Poincaré por subgrupos discretos del grupo de isometŕıas que preservan
orientación. Notemos que las superficies de volumen finito no necesariamente son
compactas. Éstas pueden admitir regiones no compactas, a las cuales llamare-
mos cúspides. En las cúspides, la dinámica del flujo geodésico es bien descrita
en términos de la acción de subgrupos parabólicos del subgrupo discreto a con-
siderar.

Como se mencionó anteriormente, el flujo geodésico se puede definir de forma
geométrica estudiando las geodésicas en la superficie y también se puede estudiar
algebraicamente como la acción matricial de multiplicar por la derecha por una
matriz con un parámetro temporal. Estas dos maneras de ver el flujo nos dan
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dos posibles demostraciones del mixing, tanto en medida como topológico. En
estas notas nos enfocaremos en el método algebraico para resolver el problema.

En la demostración algebraica definiremos el flujo horoćıclico dilantante h�s
y el contractante h�u . Mediante componer estos flujos y el flujo geodésico en
tiempos s, t, u P R es posible obtener un conjunto de medida total de PSL2pRq.
Utilizando este hecho fijaremos una función F P L2 con integral nula y pro-
baremos que el único punto de acumulación débil de pF � gtqtPR es la función
nula. Esto se obtiene utilizando la invarianza por los flujos h�s , h�u y gt junto
al teorema de Fubini, lo cual es una caracterización del mixing en medida, que
describe el comportamiento asintticamente independiente de los sucesos. En este
contexto, esto implica el mixing topológico del flujo.

Estas notas están organizadas de la siquiente manera. En la Sección 2 vamos
a situarnos en el semi-plano de Poincaré H como primer modelo de superficie
hiperbólica y vamos a determinar cuál es el grupo de isometŕıas que actúa sobre
éste. También mostraremos el modelo hiperbólico del disco de Poincaré denotado
por D, que corresponde a un modelo isométrico al de H.

En la Sección 3 estudiaremos la acción por subgrupos discretos del grupo de
isometŕıas, los cuales llamaremos grupos fuchsianos, pues éstos nos permitirán
obtener otros modelos de superficies hiperbólicas, de hecho todas ellas, mediante
cocientar H por grupos fuchsianos. Este cociente resulta ser una variedad salvo
finitos puntos y posee una métrica inducida por la métrica en el fibrado unitario
tangente de H.

En la sección 4 definiremos el flujo geodésico de forma geométrica sobre el
fibrado unitario tangente de H el cual denotamos por T1H y lo proyectaremos
en un flujo sobre superficies cocientes de la forma T1H {Γ con Γ grupo fuch-
siano. Este espacio es el fibrado unitario tangente del orbifold H{Γ salvo en las
singularidades. También es en esta sección que estudiaremos la acción matricial
que tiene el flujo geodésico por multiplicación por la derecha y definiremos la
función de Busemann para luego exhibir las variedades fuertemente estables e
inestables que éste posee.

Finalmente estudiaremos las propiedades de mixing en la Sección 5, constru-
yendo una medida de volumen sobre T1H {Γ y probando el mixing en medida
para ella y aśı concluir el mixing topológico. Al final de esta sección daremos
algunas ideas y referencias sobre las generalizaciones de este resultado.

Las cuatro primeras secciones están basadas en el libro Trajectories géodési-
ques et horocicliques de Françoise Dal’Bo [D3] y en el libro Fuchsian Groups de
Svetlana Katok [KA]. La última sección est basada en las notas Sur le mélange
du flot géodésique de Yves Coudène.
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2. Semi-plano de Poincaré e isometŕıas positivas

2.1. Isometŕıas positivas de H
Consideremos H el semi-plano de Poincaré definido por

H � tz P C : Im z ¡ 0u

y G el grupo de aplicaciones

gpzq � az � b

cz � d
,

con a, b, c, d P R y ad � bc � 1. Observemos que estas aplicaciones son las
transformaciones de Möbius cuyos coeficientes como función racional son reales.

Proposición 2.1. Los elementos de G son homeomorfismos.

Demostración. Notemos que si z, w P H son tales que gpzq � gpwq, entonces

az � b

cz � d
� aw � b

cw � d
ô acwz � bcw � adz � bd � acwz � bcz � adw � bd

ô pad� bcqz � pad� bcqw
ô z � w.

Luego g es inyectiva. Además, si w P H es un punto cualquiera del semiplano,
basta tomar z � wd�b

a�cw para tener que gpzq � w, de lo cual se tiene la sobreyec-

tividad. La continuidad de g y g�1 son claras de la definición y del hecho que
cz � d � 0 para todo z P H.

Este grupo actúa sobre H, pues

Im gpzq � 1

2i

�
az � b

cz � d
� az � b

cz � d

�
� 1

2i

� paz � bqpcz � dq � paz � bqpcz � dq
|cz � d|2

�
� 1

2i

� pad� bcqz � pbc� adqz
|cz � d|2

�
� z � z

2i
� 1

|cz � d|2

� Im z

|cz � d|2 ¡ 0.

Proposición 2.2. La acción de G sobre H es transitiva.
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Demostración. Basta probar que para cualquier w P H, existe g P G tal que
gpwq � iq. Sea w � x� iy P H y tomemos la aplicación

gpzq �
?
yz �?

yx

1{?y ,

se tiene que
?
y � 1?

y � 0 � ?yx � 1, de lo cual g P G, y además gpiq � w.

La acción de G sobre H se extiende al fibrado tangente TH � tpz,ÝÑu q : z P
H,ÝÑu P Tz Hu mediante

g � pz,ÝÑu q � pgpzq, pdzgqpÝÑu qq.

Como pdzgqpÝÑu q �
ÝÑu

pcz�dq2 , entonces g � pz,ÝÑu q P TH, de lo cual esta acción está

bien definida. Que sea acción de grupo es consecuencia de la regla de la cadena.
Para z P H, definimos la métrica riemanniana gz : Tz H� Tz HÑ R por

gzpÝÑu ,ÝÑv q � 1

pIm zq2 x
ÝÑu ,ÝÑv yR2 ,

donde xÝÑu ,ÝÑv yR2 es el producto interno usual de R2.
Llamamos fibrado unitario tangente al subespacio T1H de TH definido por

T1H � tpz,ÝÑu q P TH : gzpÝÑu ,ÝÑu q � 1u,

que corresponde a los pares punto-vector, donde el punto está en H y el vector
es unitario en el plano tangente en ese punto.

Observación 2.3. Pruebe que ggpzqppdzgqpÝÑu q, pdzgqpÝÑv qq � gzpÝÑu ,ÝÑv q.
De lo anterior se tiene que G actúa sobre T1H por restricción de la acción

en TH.

Observación 2.4. La acción de G sobre T1H es simplemente transitiva.

Proposición 2.5. El grupo G preserva la métrica g de manera conforme

Demostración. De la invarianza de g por la acción de h P G, se tiene

`pgpcqq �
» b
a

ggpcptqqppg � cq1ptq, pg � cq1ptqq
1
2 dt

�
» b
a

ggpcptqqppdcptqgqc1ptq, pdcptqgqc1ptqq
1
2 dt

�
» b
a

gcptqpc1ptq, c1ptqq
1
2 dt � `pcq.

Por lo tanto G preserva la métrica g y por la Observacin 2.3 lo hace de manera
conforme.
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Decimos que un camino c : ra, bs Ñ H es C 1 por partes si es de clase C 0 y
existe n P N y a � x0   x1   ...   xn�1   xn � b de modo que c

��
pxi�1,xiq es

de clase C 1, para todo 1 ¤ i ¤ n. Denotamos por C 1
p pra, bsq al conjunto de los

caminos C 1 por partes definidos sobre ra, bs.
Sea c : ra, bs Ñ H en C 1

p pra, bsq y su largo de curva

`pcq �
» b
a

gcptqpc1ptq, c1ptqq
1
2 dt.

Dados z, z1 P H, denotamos z �c z1 si c P C 1
p pra, bsq, con cpaq � z y cpbq � z1,

para algún par de reales a, b P R. Se define d : H�HÑ R�0 por

dpz, z1q � ı́nft`pcq : c P C 1
p pra, bsq, z �c z1u.

Proposición 2.6. Sean z, z1 P H. Entonces existe un único c : r0, 1s Ñ H en
C 1
p pr0, 1sq con cp0q � z, cp1q � z1 y tal que `pcq � dpz, z1q.

Demostración. Salvo componer por un elemento de G, el cual preserva distancia,
podemos suponer que z � i y z1 � αi (basta llevar z a i por la transitividad de la
acción y luego aplicar una rotación para llevar z1 al eje imaginario). Escribiendo
cptq � xptq � iyptq, con yptq ¥ 0 para todo 0 ¤ t ¤ 1, se tiene

`pcq �
» 1

0

gcptqpc1ptq, c1ptqq
1
2 dt �

» 1

0

|x1ptq � iy1ptq|
yptqq dt ¥

» 1

0

���y1ptq
yptq

���dt ¥ �����
» 1

0

y1ptq
yptq dt

�����,
y la igualdad se tiene śı, y sólo si, xptq � 0 para todo 0 ¤ t ¤ 1 y y1ptq es

de signo constante. Esta última condición se debe a que si x � 0, entonces y1

cambia de signo si, y sólo si, dos intervalos tienen igual imagen, lo cual suma
una cantidad positiva a la integral. De lo anterior, `pcq � | logpαq|.
Proposición 2.7. La aplicación d es una distancia en H.

Observación 2.8. Las transformaciones de Möbius son composición de rota-
ciones, traslaciones y homotecias. En particular, G   Isom�pHq.

Más aún, veremos más adelante que G � Isom�pHq.
La topoloǵıa inducida por la distancia d sobre H es la misma que la inducida

por la distancia euclideana. Para esta topoloǵıa H no es compacto. Vamos a
compactificar H añadiendo un borde al infinito Hp8q � R Y t8u y dotando

a pH � H Y Hp8q de una topoloǵıa que restricta a H sea la inducida por d.

Para esto, definimos un abierto de pH como un abierto de H Y R (respecto a
la topoloǵıa inducida por la distancia euclideana sobre R2) o bien el punto 8
unido al complemento de un compacto de HY R.
Se puede probar que pH es compacto con esta topoloǵıa.

La acción del grupo G sobre H se prolonga en una acción por homeomorfis-
mos sobre Hp8q. Sea gpzq � az�b

cz�d un elemento de G y x P R,
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si c � 0, definimos gpxq � ax�b
d , gp8q � 8;

si c � 0, definimos gpxq � ax�b
cx�d si x � �d

c , g
��d
c

� � 8, gp8q � a
c .

Recordando que las transformaciones de Möbius env́ıan rectas o ćırculos en
rectas o ćırculos, y utilizando el hecho de que la trayectoria más corta entre
puntos que pertenecen a una misma recta vertical es el segmento euclideano
que los une, es natural la siguiente definición.

Definición 2.9. Llamaremos geodésica a una semi-recta vertical de H o a un
semi-ćırcunferencia euclideano de H centrado en un real. Denotamos por px yq
la geodésica que une a los puntos x, y P Hp8q.

(Ver figura 1).

Figura 1: Modelo Hiperbólico de H.

Sean

K �
!
eθpzq � z cos θ�sin θ

z sin θ�cos θ : θ P R
)

;

A � thapzq � az : a P R, a ¡ 0u;
N � tpbpzq � z � b : b P Ru.

Estos son subgrupos de G que se pueden caracterizar por sus puntos fijos
en pH, la compactificación de H. Observemos que K es el estabilizador de i; una
isometŕıa h es un elemento de A si, y sólo si, fija 0 e 8 (además dejan invariante
la geodésica p0 8q, pues actúan por traslación en dicha recta); y p � id es un
elemento de N si, y sólo si, p fija solamente el punto 8. Además N fija las rectas
euclideanas horizontales y actúa en ellas por traslación.

Proposición 2.10. G � Isom�pHq.
Demostración. Basta probar que Isom�pHq � G. Sea f P Isom�pHq. Como la
acción de G sobre H es transitiva e isométrica, salvo componer con un elemento
de G, podemos suponer que f fija i. Más espećıficamente, si fpiq � w, y g P G es

10



tal que gpwq � i, entonces rf � f �g P G es tal que rfpiq � i. Si fpαiq � z0, como
fpiq � i, sabemos que z0 está a la misma distancia de i que αi. De lo anterior,
existe un real θ tal que eθpz0q � αi. Además, eθpiq � i, de lo cual eθ � fpiq � i
y eθ � fpαiq � αi. Luego eθ � fpβiq � βi, para todo β P R.

Si z P Hr tβi : β P Ru, la geodésica que une z con αi es enviada a través de
eθ � f en una geodésica entre eθ � fpzq y αi que corta en el mismo ángulo al eje
imaginario. Como además eθ �f preserva orientación, se tiene que eθ �fpzq � z.
Aśı eθ � f � id y por lo tanto f � e�1

θ P G.

2.2. Dinámica de las isometŕıas positivas

A un elemento g P G de la forma gpzq � az�b
cz�d , con ad� bc � 1, le podemos

asociar el valor absoluto de su traza, definido por

| trpgq| :� |a� d|.

Si g es no trivial, el signo de | trpgq| � 2 determina cuántos puntos fijos tiene

en pH, como veremos en la siguiente proposición.

Proposición 2.11. Sea g P Gr tidu.
(i) Si | trpgq| ¡ 2, entonces g fija exactamente dos puntos de pH, estos puntos

pertenecen a Hp8q y g es conjugada en G a un elemento de A.

(ii) Si | trpgq|   2, entonces g fija exactamente un punto de pH, este punto
pertenece a H y g es conjugada en G a un elemento de K.

(iii) Si | trpgq| � 2, entonces g fija exactamente un punto de pH, este punto
pertenece a Hp8q y g es conjugada en G a un elemento de N .

Demostración. Sea gpzq � az�b
cz�d un elemento de G r tidu. Si c � 0, g es de la

forma gpzq � a1z � b1, de lo cual g sólo fija 8 P Hp8q. Como gpzq � a1z�b1
c1z�d1 , con

a1d1 � b1c1 � 1, c1 � 0, d1 � 1, entonces a1 � 1 y aśı gpzq � z � b1 es un elemento
de N .

Si c � 0, entonces gpzq � z si, y sólo si,

z � a� d�apa� dq2 � 4

2c
.

Si | trpgq| � 2, entonces el único punto fijo de g es x � a�d
2c P Hp8q. Vı́a

una aplicación f P G tal que fpxq � 8, tenemos que f � g � f�1p8q � 8 y

f �g �f�1pzq � z para todo z P pHrt8u. Luego f �g �f�1 es de la forma az� b,
como en el caso c � 0.

Si | trpgq|   2, las soluciones a la ecuación de punto fijo son dos distintas en
C r R, donde una es conjugada a la otra, por lo cual sólo una de ellas está en
H. Si z P H es el punto fijo, los ćırculos centrados en z son invariantes por g,
pues g preserva la distancia. Si f P G tal que fpzq � i, entonces los ćırculos
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hiperbólicos de radio r centrados en z son enviados v́ıa f a ćırculos hiperbólicos
de radio r centrados en i. Como f � g � f�1 fija i y deja invariantes los ćırculos
centrados en i, se tiene que esta aplicación pertenece al subgrupo K.

Si | trpgq| ¡ 2 entonces g tiene 2 puntos fijos y éstos están en Hp8q.
Sean x�, x� P Hp8q los puntos fijos de g. Sea z P px� x�q y ÝÑv P Tz H

el vector basado en z que es tangente a la geodésica px� x�q. Como la acción
de G sobre T1H es simplemente transitiva, existe una única isometŕıa f P G
tal que f � pz,ÝÑv q � pi, p0, 1qq, con p0, 1q P TiH. Aśı la geodésica px� x�q es
enviada v́ıa f a la geodésica p0 8q. Entonces existe un elemento h de A tal que
f�1 � h � f � g, de lo cual g es conjugada en G a un elemento de A.

En los casos (i), (ii) y (iii) de la proposición, diremos que la isometŕıa g es
hiperbólica, eĺıptica o parabólica, respectivamente.

Observación 2.12. Observemos que la imagen de rectas verticales a través de
isometŕıas son geodésicas, la imagen de rectas horizontales son ćırculos eucli-
deanos tangentes a la imagen de 8 en el borde al infinito y la imagen de ćırculos
hiperbólicos son ćırculos hiperbólicos. Con lo anterior, las isometŕıas hiperbóli-
cas preservan las geodésicas cuyos extremos son los puntos fijos y actúan por
traslación en aquellas geodésicas. Las isometŕıas parabólicas preservan rectas ho-
rizontales si fijan 8 o bien ćırculos euclideanos tangentes a x P Hp8q, donde x
es fijo por la isometŕıa. Las isometŕıas eĺıpticas preservan las bolas hiperbólicas
centradas en su punto fijo.

2.3. Modelo del disco de Poincaré

Consideremos D � tz P C : |z|   1u y la aplicación

ψ : H Ñ D

z ÞÑ i
z � i

z � i
,

conocida como la transformación de Cayley, y cuya inversa es la aplicación

ψ�1 : D Ñ H

z ÞÑ i
1� z

1� z
.

Es claro que ψ es un difeomorfismo, de lo cual podemos dotar a D de una
métrica riemanniana inducida por la métrica de H. Sea z P D y sean ÝÑu ,ÝÑv P
Tz D, entonces la métrica pgDz qz está definida como

gDz pÝÑu ,ÝÑv q �
�

2

1� |z|2

2

xÝÑu ,ÝÑv y.

Aśı obtenemos otro modelo hiperbólico el cual es isométrico al del semi-plano
de Poincaré. También es posible demostrar que

Isom�pDq �
"
hpzq � az � b

cz � d
: a, b, c, d P C y |a|2 � |b|2 ¡ 0

*
,
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componiendo las isometŕıas de H por ψ, y que además este grupo coincide con
las homograf́ıas az�b

cz�d con a, b, c, d P C que preservan el disco D.
Análogo al modelo del semi-plano, compactificamos D añadiendo un borde

al infinito Dp8q � tz P C : |z| � 1u, y dotando a pD � DYDp8q con la topoloǵıa
inducida por la métrica euclideana. Las geodésicas en el disco corresponden a
diámetros de éste o a arcos de circunferencia perpendiculares al borde del disco,
como se ve en la figura 2.

Figura 2: Modelo Hiperbólico de D.

Extendemos también la acción de Isom�pDq a pD. Esta acción, tanto como
en D, es transitiva.

Como los dos modelos son isométricos, la clasificación en isometŕıas hi-
perbólicas, parabólicas y eĺıpticas se traspasa de manera natural a D v́ıa ψ.
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3. Grupos fuchsianos

A fin de obtener otras superficies hiperbólicas, estamos interesados en hacer
cocientes de H por subgrupos del grupo de isometŕıas que permitan llevar al
cociente la estructura riemanniana que tiene H. Dotemos a G de la topoloǵıa

que tiene como grupo de matrices. Esto es, si g P G es tal que gpzq � a11z � a12

a21z � a22
,

con a11a22�a12a21 � 1, entonces pensamos en g como la matriz A � paijqi,j de
PSLp2,Rq. Aśı es posible dotar a G de la topoloǵıa que tiene PSLp2,Rq como
subespacio de R4 o como 3-variedad diferenciable.

Definición 3.1. Diremos que un subgrupo Γ   G es un grupo fuchsiano si es
un subgrupo discreto.

Definición 3.2. Decimos que un subgrupo Γ   G actúa de forma propiamente
discontinua si para todo compacto K � H, el conjunto tγ P Γ : γK X Ku es
finito.

Proposición 3.3. Todo grupo fuchsiano actúa de forma propiamente disconti-
nua.

Demostración. Sea Γ   G fuchsiano, y K � H un conjunto compacto. Deno-
temos K1 � tpz,ÝÑu q : z P Ku � T1H. Observemos que si γ P Γ es tal que
γK XK � H, entonces γ �K1 XK1 � H. Fijemos un elemento v P T1H. Como
la acción de G sobre T1H es simplemente transitiva, se tiene una aplicación

Φ : T1H Ñ G

w ÞÑ hw,

donde hw P G es la única isometŕıa tal que hw � v � w. La aplicación Φ es un
homeomorfismo y aśı C � ΦpK1q es compacto, pues K1 lo es.

Sea w P K1 con γ � w P K1, entonces hγ�w � ph�1
w � wq � γ � w y aśı γ �

hγ�whw P CC�1. Como CC�1 es compacto y Γ es discreto, se sigue que la
intersección CC�1XΓ es un conjunto finito. Luego Γ actúa de forma propiamente
discontinua.

3.1. Superficie Cociente.

Considerando un grupo fuchsiano Γ de G. En esta sección veremos que el
cociente de H o D por tal subgrupo tiene, salvo a lo más en un número finito de
puntos, estructura diferenciable. Esto nos permite obtener diversas superficies
hiperbólicas dependiendo del grupo fuchsiano Γ. Estas superficies heredan la
estructura de H, respectivamente de D, y sobre ellas también se podrá definir
el flujo geodésico. La geometŕıa que estas superficies tengan será determinante
para la dinámica que este flujo.

Proposición 3.4. Sea � una relación de equivalencia sobre un espacio to-
pológico X y sea p : X ÞÑ X{ � la proyección natural. Si p es abierta y
Graf � tpx, yq P X �X : y � xu es cerrado, entonces X{ � es Hausdorff.
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Demostración. Sean u � ppxq, v � ppyq dos puntos distintos en X{Γ. Entonces
px, yq R Graf . Aśı, existen vecindades abiertas U y V de x e y respectivamente,
tales que pU � V q XGraf � H, puesto que Graf es cerrado.
Tenemos entonces que u P ppUq y v P ppV q, las cuales son vecindades abiertas
de estos puntos, pues p es abierta. Afirmamos que además ppUq X ppV q � H.
En efecto, supongamos que existe w � ppξq � ppηq, con ξ P U , η P V . Entonces
pχ, ηq P Graf X pU � V q, lo cual es una contradicción.
De lo anterior X{ � es Hausdorff.

Proposición 3.5. Sea Γ   Isom�pHq grupo fuchsiano. Entonces las órbitas de
Γ son discretas y cerradas, y el espacio topológico cociente H{Γ es Hausdorff.

Demostración. Notemos primero que H es localmente compacto, puesto que la
topoloǵıa de H es la misma que la topoloǵıa que tiene como subespacio de C.
Sean z, w P H, K vecindad compacta de w. Afirmamos que Γz X K es finito.
En efecto, basta notar que si µz, σz P K, entonces pµ � σ�1qpσzq P K, esto es,
γ � µ � σ�1 es tal que γK X K � H. Como los grupos fuchsianos actúan de
forma propiamente discontinua, hay finitos de tales γ, por lo cual hay finitos
µ, σ P Γ con la propiedad anterior.

De lo anterior, no puede existir un punto de acumulación de una órbita, ya
que localmente hay sólo finitos puntos y aśı ésta es cerrada y discreta.

Demostraremos ahora que el cociente es Hausdorff. Primero observamos que
el cociente por Γ es cocientar por la relación de equivalencia

x � y ô Dγ P Γ, γx � y.

Ahora estamos en las condiciones de la proposición anterior. Sea π : H Ñ H{Γ
la proyección natural. Es fácil ver que π es abierta, puesto que si U � H{Γ es
abierto, π�1pπpUqq � �

γPΓ

γU es abierto en H. Para ver que el espacio cociente es

Hausdorff, basta ver que el conjunto Graf � tpx, yq P H�H : y P Γxu es cerrado
en H � H. Sea px, yq P pH � H r Grafq, V � E una vecindad compacta de x.
Para cada n P N, Byp1{nqXΓx es un conjunto finito, por lo cual se puede tomar

n0 P N suficientemente grande tal que W X Γx � H, donde W � Byp1{n0q.
Además, el conjunto GVYW � tg P Γ : gpV YW q X pV YW q � Hu es finito, y
aśı

U � V r

�
V r

� ¤
gPGVYW

W

��
es una vecindad de x, con pU �W q XGraf � H. Luego Graf es cerrado y aśı
H{Γ es Hausdorff.

Más aún, es posible ver que el cociente es un orbifold, y que es variedad
si, y sólo si, Γ no posee elementos eĺıpticos. De hecho, esta variedad cociente
es una superficie hiperbólica cuando Γ no contiene elementos eĺıpticos y tiene
finitas singularidades cuando śı posee de éstos elementos. Finalmente el cociente
T1H {Γ corresponde al espacio tangente a H{Γ fuera de las singularidades (ver
[TH, Proposición 13.2.1]).
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La siguiente definición es esencial en lo que sigue.

Definición 3.6. Diremos que S es una superficie hiperbólica si corresponde al
cociente de H por un grupo fuchsiano Γ   Isom�pHq.

En geometŕıa riemanniana, se define superficie hiperbólica como toda super-
ficie cuya curvatura es constante igual a �1. Sin embargo, es posible demostrar
que estas definiciones son equivalentes (Véase [BE, Teorema B.1.8]).

3.2. Dominios Fundamentales.

La forma de la superficie cociente, su volumen y la dinámica que tendrá el
flujo geodésico sobre ésta, se caracterizan por subconjuntos de la superficie H
o D que dependen de la acción del grupo fuchsiano Γ   G por el cual vamos a
cocientar, llamados Dominios Fundamentales. Nos enfocaremos principalmente
en el caso de H, aunque para el modelo del disco unitario es análogo.

Definición 3.7. Dado Γ   G grupo fuchsiano, llamaremos Dominio Funda-
mental de Γ a un subconjunto D � H de interior no vaćıo que satisface las
siguientes dos propiedades:

(i) para todo γ P Γ r t0u,
γD� XD� � H,

donde D� denota el interior de D;

(ii) para todo z P H, existe γ P Γ tal que γz P D.

Veamos algunos ejemplos sencillos de grupos fuchsianos y cómo resulta el
espacio cociente.

Ejemplo 3.8. Si Γ � xhy, donde hpzq � az, con a P R�, tomamos por dominio
fundamental el semi-anillo determinado por las geodésicas p�1 1q y p�a aq (Ver
figura 3).

Figura 3: Cociente por isometŕıa hiperbólica.
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Figura 4: Cociente por isometŕıa parabólica.

Ejemplo 3.9. Si Γ � xpy, con ppzq � z� b, b P R, entonces tenemos el dominio
fundamental delimitado por las geodésicas p0 8q y pb 8q (Ver figura 4).

Ejemplo 3.10. Si Γ � xey, siendo epzq � z cos θ � sin θ

z sin θ � cos θ
, θ P R, entonces existe

m P N tal que em � id, puesto que Γ es fuchsiano. Aśı, tomamos como dominio
fundamental la región delimitada por los rayos geodésicos ri xq e ri epxqq (Ver
figura 5).

Figura 5: Cociente por isometŕıa eĺıptica.

Ejemplo 3.11. Sea Γ � PSLp2,Zq, S �
�

0 �1
1 0



y T �

�
1 1
0 1



. Denotemos

D :� tz P H : |Repzq| ¤ 1{2, |z| ¥ 1u.
Recordemos que Im gpzq � Im z

|cz�d|2 , donde gpzq � az�b
cz�d . Sea z P H fijo. Como

los coeficientes de estas aplicaciones están en Z, |cz � d| alcanza un mı́nimo y
por lo tanto Im gpzq alcanza un máximo. Tomemos pg P G que maximiza Im pgpzq
y aplicamos Tn con n P N suficientemente grande tal que |RepTnpgpzqq| ¤ 1

2 .
Supongamos por absurdo que |Tnpgpzq|   1 y por lo tanto |STnpgpzq| ¡ 1.
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Entonces

ImpSTnpgpzqq � ImpTnpgpzqq
|Tnpgpzq|2 ¡ ImpTnpgpzqq � Imppgpzqq,

lo cual es una contradicción, pues STnpgpzq tiene parte imaginaria mayor a la depgpzq. De lo anterior, |Tnpgpzq| ¥ 1. Tomando g � Tnpg, tenemos que gpzq P D.
Más aún, se puede tomar g P xS, T y tal que gpzq P D.

Veamos que PSLp2,Zq � xS, T y. Sea g P PSLp2,Zq, entonces sabemos que
existe g1 P  S, T ¡ tal que si z está en el interior de D, entonces g1gpzq P D.
Luego z y g1gpzq están en la misma órciba. Por lo tanto, z � g1gz, lo cual implica
que g1g � id y aśı g � g�1 P xS, T y. Por lo tanto PSLp2,Zq � xS, T y.

Concluimos que D es dominio fundamental para la acción de Γ � PSLp2,Zq
(Ver figura 6).

Figura 6: Superficie modular

Sea z0 P H un punto tal que para toda isometŕıa γ P Γ, γpz0q � z0. Asociemos
a este punto z0 y a γ P Γ el conjunto

Hz0pγq :� tz P H : dpz, z0q ¤ dpz, γpz0qqu.

Proposición 3.12. El conjunto

Dz0pΓq :�
£

γPΓrtidu
Hz0pγq

es un dominio fundamental convexo, el cual llamaremos Dominio de Dirichlet.
Además, todos los dominios de Dirichlet de un grupo fuchsiano Γ tienen igual
área hiperbólica (Ver [KA, Teorema 3.2.2.]).
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4. Flujo geodésico

Para dotar a T1H de una distancia, necesitamos primero ver que cada ele-
mento de T1H determina una única geodésica que pasa por su componente en
H y tal que el vector en el espacio tangente es tangente a la geodésica.

Sea e � pi, p0, 1qq P T1H. Es claro que la geodésica p0 8q pasa por i y
el vector p0, 1q P TiH es tangente a ésta en i. Supongamos que existe otra
geodésica px� x�q que pasa por i. Si x� � 0,8, entonces x� � 0,8 y aśı
px� x�q es una semi-circunferencia, de lo cual corta transversalmente a p0 8q
en i. Luego p0, 1q P TiH no puede ser tangente a la geodésica px� x�q. Si
x� � 8, entonces x� � 0. En tal caso la geodésica invierte su orientación, y
p0, 1q P TiH sigue siendo tangente a ella.

Sea u � pz,ÝÑu q P T1H. Denotamos por puptqqtPR la parametrización por
longitud de arco de la única geodésica orientada que pasa por z y con tangente
en z dirigida por el vector ÝÑu . Esto es,

up0q � z y
du

dt
p0q � ÝÑu .

Denotamos por vp�8q y por vp�8q a los extremos negativo y positivo, respec-
tivamente, de la geodésica parametrizada por pvptqqtPR (ver figura 7).

Figura 7:

Definimos sobre T1H la distancia D : T1H�T1HÑ R por

Dpu, vq �
»
R
e�|t|dpuptq, vptqqdt.

Observemos que 0 ¤ Dpu, vq ¤ 2dpup0q, vp0qq   �8 y Dpu, vq � 0 si, y sólo
si, u � v (pues d es distancia en H y el argumento de la integral es no negativo).
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Además, para u, v, w P T1H,

Dpu,wq �
»
R
e�|t|dpuptq, wptqqdt

¤
»
R
e�|t|pdpuptq, vptqq � dpvptq, wptqqqdt

�
»
R
e�|t|dpuptq, vptqqdt�

»
R
e�|t|dpvptq, wptqqdt

� Dpu, vq �Dpv, wq.
De lo anterior, D es una distancia para T1H. Más aún, esta distancia es

invariante por la acción de G sobre T1H, como consecuencia de la invarianza de
d por la acción de G sobre H.

Proposición 4.1. Sean punqn¥1 � T1H y u P T1H. Entonces

ĺım
nÑ�8Dpun, uq � 0 ô ĺım

nÑ�8unp�8q � up�8q y ĺım
nÑ8unp0q � up0q.

Definimos rg : R� T1HÑ T1H por

rgps, uq � �
upsq, du

dt

�����
t�s

�
.

Proposición 4.2. La aplicación rgtpvq � rgpt, vq es un flujo.

Demostración. (i) Si v � pz,ÝÑv q P T1H, entonces rg0pvq �
�
vp0q, dvdt p0q

� �
pz,ÝÑv q � v ;

(ii) rgr � rgspvq � rgr �vpsq, dvdt psq� .
Escribiendo pwptqqtPR la parametrización de la geodésica de modo que
wp0q � vpsq y dw

dt p0q � dv
dt psq, entonces por unicidad de solución, se tiene

que
dw

dt
prq � dv

dt
pr � sq,

y aśı,

rgr � rgspvq � �
vpr � sq, dv

dt
pr � sq



� rgr�spvq,@v P T1H,@r, s P R.

(iii) Considerando pi, p0, 1q P T1H, es claro que si tomamos t, s P R, la distancia
entre rgtpi, p0, 1qq y rgspi, p0, 1qq es | lnpt�sq| y asırg es continua en la primera
variable. La continuidad en la segunda variable se sigue de la Proposición
4.1 y de que la primera componente del flujo es la parametrización de la
geodésica determinada por el punto.

Llamaremos Flujo Geodésico a la aplicación prgtqtPR antes definida.
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Observación 4.3. Sea v � pz,ÝÑv q P T1H y h P G. Por la unicidad de la para-
metrización de la geodésica determinada por v, se tiene que hpvptqq � phpvqqptq
y aśı

rgsphpvqq � �
phpvqqpsq, dphpvqq

dt
psq


�
�
gpvpsqq, dh

dt
pvpsqq � dv

dt
psq


� hprgspvqq.

Definición 4.4. Sea X un espacio topológico y sea ϕ : R � X Ñ X un flujo.
Decimos que x P X es no-errante por ϕ si para toda vecindad V , existe T ¡ 0
tal que ϕtpV q X V � H, para todo t ¡ T. Denotamos por ΩϕpXq al conjunto de
todos los puntos con esta propiedad.

Diremos que un punto es divergente (respectivamente, positiva o negativa-
mente divergente) si su órbita (respectivamente, órbita positiva o negativa) no
tiene puntos de acumulación.

Proposición 4.5. El conjunto no-errante del flujo geodésico en T1H es vaćıo.

Demostración. Basta tomar v � pz,ÝÑv q P T1H y V � Bpv, rq. Entonces para
todo t ¥ 2r se tiene que rgtpV q X V � H.
(Ver figura 8).

De lo anterior, Ω
rgpT1Hq � H.

Figura 8:

Como los puntos de acumulación de las órbitas pertenecen al conjunto no-
errante, el cual es vaćıo, se sigue que todos los puntos de T1H son divergentes
para el flujo pgtqtPR.

21



4.1. Flujo geodésico como acción matricial.

Recordemos que la acción de G sobre T1H es simplemente transitiva (ver
sección 2.1), de lo cual todo vector v P T1H se puede identificar de manera única
con algún γv P G, donde γv � v � e. Si la aplicación γv se define sobre H por
γvpzq � a11z�a12

a21z�a22 , identificamos v con Av � paijqi,j P PSLp2,Rq.
Entonces tenemos una correspondencia biuńıvoca entre T1H y PSLp2,Rq.

Observemos que la imagen a tiempo t P R del punto e P T1H a través del
flujo geodésico es rgtpeq � piet, p0, etqq, con p0, etq P Tiet H. Esto es, rgtpeq � ete.
Escribiendo

γ
rgtpvq � v � petz, etÝÑv q �

�
et{2z
e�t{2

, etÝÑv


,

tenemos que rgtpeq se identifica con la matriz A
rgtpeq P PSLp2,Rq dada por

Gt � A
rgtpeq �

�
et{2 0

0 e�t{2



.

Tomemos ahora v P T1H relacionado a Av P PSLp2,Rq. Abusando de nota-
ción, no distinguiremos entre γ y su matriz correspondiente Av, donde γ � e � v.
Se tiene que si A

rgtpvq es la matriz asociada a rgtpvq P T1H, entonces

A
rgtpvq � e � rgtpvq

� rgtpAv � eq
� Av � rgtpeq
� Av � pGt � eq.

Ahora notemos que la composición de las aplicaciones corresponde al pro-
ducto entre las matrices que las representan, de lo cual Av � Gt � AvGt. De lo
anterior,

A
rgtpvq � AvGt,

y aśı la acción multiplicación por la derecha porGt es la acción del flujo geodésico
sobre PSLp2,Rq � T1H.

4.2. Flujo geodésico en superficies cocientes

Ahora estamos interesados en inducir, a partir de rg, un flujo en el cociente
de T1H por un grupo fuchsiano Γ. Para esto, primero notamos que si γ P Γ, en
particular γ es una isometŕıa. De esto y la Observación 4.3 se tiene que para
todo v P T1H, rgspγpvqq � γprgspvqq.

Denotemos por π1 : T1H Ñ T1H {Γ la proyección natural. Además, si defi-
nimos DΓ : T1H {Γ� T1H {Γ Ñ R�0 por

DΓpπ1puq, π1pvqq � ı́nf
γPΓ

Dpu, γpvqq,
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es posible verificar que DΓ es una distancia que induce la misma topoloǵıa
sobre T1H {Γ que π1 con la topoloǵıa cociente. Aśı, una sucesión pπ1punqqn¥1 �
T1H {Γ converge a π1puq si, y solamente si, existe una sucesión pγnqn¥1 � Γ tal
que pγnpunqqn¥1 converge a u.

Definimos g : R� T1H {Γ Ñ T1H {Γ por

gtpπ1pvqq � π1prgtpvqq.
Si π1puq � π1pvq, entonces existe γ P Γ tal que γpvq � u. Aśı,

gtpπ1puqq � π1prgtpuqq � π1prgtpγpvqqq � π1pγprgtpvqqq � π1prgtpvqq � gtpπ1pvqq,
de lo cual g está bien definido. Más aún, pgtqtPR es un flujo, el cual llamaremos
Flujo Geodésico sobre T1H {Γ.

Figura 9: Flujo Geodésico en la Superficie Modular.

Proposición 4.6. Sea punqn¥1 � T1H y u P T1H. Son equivalentes:

(i) Existe psnqn¥1 � R tal que ĺım
nÑ�8 gsnpπ

1punqq � π1puq.

(ii) Existe pγnqn¥1 � Γ tal que ĺım
nÑ�8pγnpunp�8qq, γnpunp�8qqq � pup�8q, up�8qq.

Demostración. Se sigue de la Proposición 4.1.

4.3. Función de Busemann.

Para comprender cómo se comportan las órbitas de los puntos de H a través
del flujo geodésico, es útil observar estos puntos desde un punto x P Hp8q.
Supongamos que x � 8 y observemos dos puntos z � ib y z1 � a1 � ib1. Deno-
temos por prptqqt¥0 la parametrización por longitud de arco del rayo geodésico
rz, xq. Notemos que en este caso es la recta vertical, como indica la figura 10.
Escribamos también sptq � a1 � etbi.
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Figura 10:

Para t ¡ 0 suficientemente grande, se tiene que

dpz, rptqq � dpz1, sptqq � lnpb1{bq.

De lo anterior, y considerando que dpsptq, rptqq � |a1|
bet

, tenemos

dpz, rptqq � dpz1, rptqq � dpz1, sptqq � dpz1, rptqq � lnpb1{bq
¤ dpz1, rptqq � dpsptq, rptqq � dpz1, rptqq � lnpb1{bq
� |a1|

bet
� lnpb1{bq,

y

dpz, rptqq � dpz1, rptqq � dpz1, sptqq � dpz1, rptqq � lnpb1{bq
¥ dpz1, sptqq � dpz1, sptqq � dpsptq, rptqq � lnpb1{bq
� �|a

1|
bet

� lnpb1{bq.

Basta notar que
|a1|
bet

Ñ 0 cuando tÑ �8 para obtener que

ĺım
tÑ�8 dpz, rptqq � dpz1, rptqq � lnpb1{bq.

Es importante observar que este ĺımite no depende de a1. Además, si a1 � 0, el
ĺımite corresponde a dpz, z1q si b1 ¥ b y a �dpz, z1q en otro caso. Es claro que si
z tiene parte real no nula, se puede llevar a este caso aplicando una traslación.
Más generalmente, si x � 8, entonces utilizamos la aplicación

hpzq � xz � x2 � 1

z � x
.
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Por la extensión de su acción en el borde al infinito, tenemos que hp8q � x.
Como h preserva la métrica,

ĺım
tÑ�8 dpz, rptqq � dpz1, rptqq � ĺım

tÑ�8 dph
�1pzq, h�1prptqqq � dpz1, h�1prptqqq,

y este ĺımite es como en el caso anterior. Con esto vimos que si x P Hp8q,
z, z1 P H y prptqqtPR parametrización por longitud de arco del rayo geodésico
rz, xq, entonces la aplicación t Ñ dpz, rptqq � dpz1, rptqq admite un ĺımite en
�8, denotado Bxpz, z1q, al cual llamamos Función de Busemann centrada en
x P Hp8q, evaluada en z, z1 P H.

Veamos que ĺım
tÑ�8 dpz, rptqq�dpz

1, rptqq no depende del rayo geodésico rz28q
parametrizado por prptqqtPR por longitud de arco. En efecto, como dijimos ante-
riormente, este ĺımite no depende de la parte real de z, z1. Escribamos z1 � a1�ib1
y sea prptqqtPR parametrización por longitud de arco de algún rayo vertical, es
decir rp�8q � 8, digamos rz28q (ver figura 11). Si z2 � a2 � ib2, sea psptqqtPR
la parametrización por longitud de arco del rayo geodésico ra2�ib18q. Entonces
existe t0 P R tal que para todo t P R suficientemente grande, se tiene

rptq � spt� t0q.
De lo anterior,

Figura 11: Independencia del Rayo Geodésico.

ĺım
tÑ�8 dpz, rptqq � dpz1, rptqq � ĺım

tÑ�8 dpz, spt� t0qq � dpz1, spt� t0qq
� ĺım

tÑ�8 dpz, sptqq � dpz1, sptqq.

Proposición 4.7. Sea x P Hp8q, z, z1, z2 P H, g P G. Entonces:

(i) Bxpz, z1q � �Bxpz1, zq (Antisimetŕıa),

(ii) Bgpxqpgpzq, gpz1qq � Bxpz, z1q (G-invarianza),
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(iii) Bxpz, z1q � Bxpz, z2q �Bxpz2, z1q (Propiedad de Cociclo),

(iv) |Bxpz, z1q| ¤ dpz, z1q,
(v) Bxpz, z1q � dpz, z1q ô z1 P rz, xq.

Demostración. (i) Directo de la definición.

(ii) Sea g P G. Denotemos por prptqqt¥0 la parametrización por longitud de
arco del rayo geodésico rgpzq, gpxqq. Por definición, tenemos que

Bgpxqpgpzq, gpz1qq � ĺım
tÑ�8 dpgpzq, rptqq � dprptq, gpz1qq

� ĺım
tÑ�8 dpz, g

�1prptqq � dpg�1prptqq, z1q.

Notemos que g�1 lleva el rayo geodésico rgpzq, gpxqq en el rayo geodésico
rz, xq. Además, recordamos que G actúa en T1H, de lo cual g�1 env́ıa
vectores unitarios en vectores unitarios. Aśı psptqqt¥0 � pg�1prptqqqt¥0 es
la parametrización por longitud de arco del rayo geodésico rz, xq. Luego,

Bgpxqpgpzq, gpz1qq � ĺım
tÑ�8 dpz, sptqq � dpsptq, z1q � Bxpz, z1q.

(iii) Sea prptqqt¥0 la parametrización por longitud de arco del rayo geodésico
rz2, xq. Entonces la independencia del rayo geodésico implica que

Bxpz, z2q �Bxpz2, z1q � Bxpz2, z1q �Bxpz2, zq
� ĺım

tÑ�8 dpz
2, rptqq � dprptq, z1q � dpz2, rptqq � dprptq, zq

� ĺım
tÑ�8 dpz, rptqq � dprptq, z1q

� Bxpz, z1q.

(iv) Si prptqqt¥0 es la parametrización por longitud de arco del rayo geodésico
rz, xq, entonces

|Bxpz, z1q| � | ĺım
tÑ�8 dpz, rptqq � dprptq, z1q|

¤ | ĺım
tÑ�8 dpz, z

1q � dpz1, rptqq � dprptq, z1q|
� dpz, z1q.

(v) Es claro que si z1 P rz, xq y prptqqt¥0 es la parametrización por longitud
de arco del rayo geodésico rz, xq, entonces existe T ¥ 0 tal que z1 � rpT q.
Aśı, para t ¥ T , se tiene que

dpz, rptqq � dpz, z1q � dpz1, rptqq.
Luego

Bxpz, z1q � ĺım
tÑ�8 dpz, rptqq � dprptq, z1q � dpz, z1q.
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Rećıprocamente, nos fijamos en el caso z � ib, z1 otro punto en H. Entonces
|B8pz, z1q| � dpz, i Im z1q por la invarianza de la función de Busemann
en la recta horizontal Imw � Im z1. Además, si B8pz, z1q � dpz, z1q, en
particular B8pz, z1q es positivo, de lo cual B8pz, z1q � dpz, i Im z1q, como
muestra la figura 12. Recordemos que la bola hiperbólica Bhpz, ln b1q de

Figura 12:

centro z y radio ln b1 es una bola euclideana cuyo centro está en el segmento
rz Impzqs. De lo anterior, si z1 tiene parte real no nula, entonces z1 R
Bhpz, ln b1q, de lo cual dpz, z1q ¡ dpz, i Im z1q � B8pz, z1q.

Definición 4.8. Llamamos horociclos y horobolas centradas en x P Hp8q a los
conjuntos

Htpxq :� tz P H : Bxpi, zq � ln tu y H�
t pxq :� tz P H : Bxpi, zq ¥ ln tu,

respectivamente.

Observemos que si x � 8, el conjunto Htp8q es una recta horizontal y
H�
t p8q es el semiplano superior delimitado por esta recta. En efecto, B8pi, zq �

ln t śı, y sólo si, dpi, i Im zq � ln t, i.e., Im z � t.
Por otro lado, si x � 8, tomamos g P G isometŕıa tal que gp8q � x. Aśı

Htpxq � gpHt1p8qq, t1 � te�Bpi,gpiqq.

Como consecuencia, cuando x � 8 se tiene que el horociclo centrado en x
es una circunferencia tangente a Hp8q en el punto x, y la horobola centrada en
x es el disco determinado por esta circunferencia (ver figura 13).

Como la función de Busemann centrada en 8 entre z y z1 en H no depende de
la parte real de z ni de la parte real de z1, podemos suponerlos de igual parte real.
Por la propiedad (v), el módulo de la función de Busemann mide la distancia
entre estos puntos, es decir, su valor es la distancia entre las, si x P Hp8q
es cualquiera, el módulo de Bxpz, z1q mide la distancia entre el horociclo que
pasa por z y el que pasa por z1, como muestra la figura 14. Observemos que
si ppzq � z � b, con b P R, entonces las rectas horizontales son preservadas
por p. Esto es, p deja invariantes los horociclos centrados en 8, el cual es fijo
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Figura 13: Horociclos y Horobolas.

Figura 14: Función de Busemann como distancia entre horociclos.

para p. Sea ahora p1 cualquier elemento parabólico fijando x P Hp8q. Como p1

es conjugado a p y los horociclos son enviados en otros horociclos a través de
homograf́ıas (por la propiedad (ii) de la función de Busemann), se tiene que p1

preserva los horociclos centrados en x.

4.4. Dinámica del flujo geodésico.

Definición 4.9. Sea v P T1H. Llamaremos variedad fuertemente estable del
flujo geodésico en el punto v al subconjunto de T1H�W sspvq :� tw P T1H : Dprgtpvq, rgtpwqq Ñ 0, tÑ �8u,
y variedad fuertemente inestable a�W supvq :� tw P T1H : Dprg�tpvq, rg�tpwqq Ñ 0, tÑ �8u.
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Figura 15: Variedad estable en un punto.

Denotemos por π1 : T1HÑ H a la proyección en la primera coordenada.

Proposición 4.10. Sea v P T1H. Entonces

�W sspvq � tw P T1H : Bvp�8qpi, π1pvqq � Bvp�8qpi, π1pwqq, vp�8q � wp�8qu,

Demostración. Procedemos por doble inclusión. Supongamos, sin pérdida de
generalidad, que v � pib, p0, 1qq, donde p0, 1q P TibH. Entonces el conjunto
descrito en el enunciado son todos los w � pz,ÝÑw q P T1H tal que z P Hbp8q y
ÝÑw � p0, 1q P Tz H. Observemos que como vp�8q � wp�8q, para todo ε ¡ 0
existe T P R tal que dpvpt� sq, wpt� sqq   ε, para todo s ¡ T . Sea

tεptq � ı́nftT P R : dpvpt� sq, wpt� sqq   ε,@s ¡ T u.

Entonces

Dprgtpvq, rgtpwqq �
»
R
e�|s|dpvpt� sq, wpt� sqqds

�
» tεptq
�8

e�|s|dpvpt� sq, wpt� sqqds�
» �8
tεptq

e�|s|dpvpt� sq, wpt� sqqds

¤
» tεptq
�8

e�|s|dpvpt� sq, wpt� sqqds� ε

» �8
tεptq

e�|s|ds

�
» tεptq
�8

e�|s|dpvpt� sq, wpt� sqqds� ε.
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Ahora observamos que cuando t tiende a �8, tεptq tiende a �8. Luego, si
tÑ �8, se tiene

Dprgtpvq, rgtpwqq ¤ ε.

Como ε ¡ 0 es arbitrario, dicha distancia converge a cero. Luego w P �W sspvq.
Por otro lado, sea v � pib, p0, 1qq como antes) y w P T1H tal que wp0q R

Hbp8q. Usando la propiedad (iii) de la función de Busseman, tenemos que

Dprgtpvq, rgtpwqq �
»
R
e�|s|dpvpt� sq, wpt� sqqds

¥
»
R
e�|s|B8pvpt� sq, wpt� sqqds

�
»
R
e�|s|pB8pvpt� sq, wpt� sqq �B8pvptq, wptqq �B8pwptq, wpt� sqqqds

�
»
R
e�|s|p2s�B8pvptq, wptqqqds

� 2

»
R
e�|s|sds�B8pvptq, wptqq

»
R
e�|s|ds

� 2

�» �8
0

e�|s|sds�
» �8

0

e�|s|p�sqds


�B8pvptq, wptqq

»
R
e�|s|ds

� B8pvptq, wptqq
Observemos que si wp�8q � vp�8q, entonces la función B8pvptq, wptqq es

constante y positiva. Aśı,

Dprgtpvq, rgtpwqq ¥ B8pvptq, wptqq � ds ¡ 0.

Supongamos ahora que wp�8q � x P Hp8q, x � 8. Aśı, existe T ¡ 0
suficientemente grande tal que wp0q P H�

Impvptqq, para todo t ¡ T (ver figura

16).
Entonces, para t ¡ T , se tiene que B8pvptq, wptqq ¡ t. Luego, cuando t Ñ

�8, tenemos que Dprgtpvq, rgtpwqq Ñ �8.

Notemos que si vp�8q � 8, la condición wp�8q � 8 es equivalente a
decir que ÝÑw sea ortogonal al horociclo HImpzqp8q. Aśı, cuando x � 8, como la
aplicación g P G que lleva 8 en x es conforme, la variedad fuertemente estable
se describe como el conjunto de puntos pz1,ÝÑw q P T1H tales que z1 está en el
mismo horociclo centrado en x que z y ÝÑw es un vector perpendicular a esta
circunferencia, apuntando hacia adentro.

Utilizando el hecho de que la variedad fuertemente inestable para el flujo
geodésico corresponde a la variedad fuertemente estable del flujo geodésico con
la orientación invertida pg�tqtPR, deducimos que�W supvq � tw P T1H : Bvp�8qpi, π1pvqq � Bp�8qpi, π1pwqq, vp�8q � wp�8qu.

Ahora que ya sabemos cómo son las variedades fuertemente estable e inesta-
ble respectivamente en T1H, estamos interesados en cómo esta información nos
es útil al observar la dinámica del flujo en el cociente T1H {Γ.
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Figura 16:

Denotemos por W ss a la variedad fuertemente estable para el flujo geodésico
en el cociente T1H {Γ y W su a la variedad fuertemente inestable. Esto es,

W sspπ1pvqq :� tπ1pwq P T1H {Γ : Dpgtpπ1pvqq, gtpπ1pwqqq Ñ 0, tÑ �8u,

W supπ1pvqq :� tπ1pwq P T1H {Γ : Dpg�tpπ1pvqq, g�tpπ1pwqqq Ñ 0, tÑ �8u.

Proposición 4.11. W sspπ1pvqq � π1p�W sspvqq, W supπ1vq � π1p�W supvqq.
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5. Mixing del flujo geodésico

En esta sección estudiaremos las propiedades de mixing del flujo geodésico
en superficies hiperbólicas que tengan volumen finito. Para esto, primero reque-
riremos algunos preliminares de sistemas dinámicos topológicos y de sistemas
dinámicos medibles.

5.1. Previos dinámicos

Sea pX,A , µq un espacio de medida y pϕtqtPR un flujo definido sobre X. La
medida µ se dice que es ϕt-invariante si

µpϕtpAqq � µpAq,@t P R,@A P A .

Definición 5.1. Supongamos que µ es ϕt-invariante. Diremos que el flujo
pϕtqtPR es mixing respecto a la medida µ si para todo par de conjuntos medibles
A,B P A de X,

ĺım
tÑ8µpϕtpAq XBq � µpAqµpBq.

Proposición 5.2. Sea pX,A , µq un espacio de medida, pϕtqtPR un flujo sobre
X. Son equivalentes:

(i) pϕtqtPR es mixing respecto a µ.

(ii) Si F,G P L2pµq,

ĺım
tÑ8

»
X

F � pG � ϕtqdµ �
�»

X

Fdµ


�»
X

Gdµ



.

Demostración. Para probar que (ii) implica (i) basta tomar las funciones carac-
teŕısticas en A y en B respectivamente. Rećıprocamente se puede obtener (ii)
de (i) siempre que F y G son funciones escalonadas. El resultado se sigue de la
densidad de tales funciones y la continuidad de la aplicación GÑ G � ϕt.

Recordemos que un flujo pϕtqtPR definido sobre un espacio topológico X es
topológicamente mixing si para cada par de abiertos U, V , existe T ¡ 0 tal que

ϕtpUq X V � H,@t ¡ T.

Lema 5.3. Sea pX,A , µq es un espacio de medida tal que µ asigna medida
positiva a los abiertos de X. Supongamos que pϕtqtPR es un flujo tal que µ es
ϕt-invariante. Entonces si pϕtqtPR es mixing respecto a µ, es topológicamente
mixing.

Demostración. Sean U, V abiertos, los cuales son medibles y tienen medida po-
sitiva. Del mixing en medida, ĺım

tÑ�8µpϕtpUq X V q � µpUqµpV q ¡ 0, de lo cual

existe T ¡ 0 tal que µpϕtpUq X V q ¡ 0 para todo t ¡ T y aśı ϕtpUq X V � H,
para todo t ¡ T .
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5.2. Superficies hiperbólicas como espacios de medida

En esta subsección dotaremos a T1H {Γ de una medida finita y boreliana,
para más tarde mostrar que el flujo geodésico es mixing para esta medida.
Recordamos entonces que tenemos una identificación de T1H con PSL2pRq y a
éste último le otorgamos una medida para luego proyectarla en el cociente. Para
esto, recordamos los subgrupos K,A y N del grupo de isometŕıas definidos en
la Sección 2 por

K �
!
kpzq � z cos θ�sin θ

z sin θ�cos θ : θ P R
)

.

A � tapzq � tz : t P R�u.
N � tnpzq � z � b : b P Ru.

Estos subgrupos nos otorgan la descomposición de PSL2pRq
PSL2pRq � KAN,

llamada descomposición de Iwasawa. Más precisamente, se tiene la siguiente
proposición.

Proposición 5.4. La aplicación

K �A�N Ñ SL2pRq
pk, a, nq ÞÑ kan

es difeomorfismo.

Demostración. La diferenciabilidad es clara de la definición. Sea g P SL2pRq y
te2, e2u base canónica de R2. Observemos que la base canónica determina un
paralelógramo de área 1 y como g tiene determinante 1, también tge1, ge2u es
base de R2 y determina un paralelógramo de área 1.

Afirmamos que hay una correspondencia biuńıvoca entre las bases orien-
tadas positivamente de R2 que determinan un paralelógramo de área 1 y el
grupo SL2pRq de matrices con determinante 1. En efecto, tomamos tv, wu base
orientada positivamente de R2 que forma paralelógramo de área 1. Mediante un
elemento k�1 P K, es posible rotar el palalelógramo de modo que k�1v � t � e1.
Tomando a�1 P A dada por a�1pzq � t�1z, tenemos que te1, a

�1k�1wu es base
(positivamente orientada) y determina un paralelógramo de área 1. Finalmente,
si a�1k�1w � px, yq, aplicamos n�1 P N definido por n�1pzq � z � x.

Con lo anterior, n�1a�1k�1gpeiq � ei, para i � 1, 2. Aśı, n�1a�1k�1g � id
y entonces g � kan.

Para probar la unicidad de la correspondencia, supongamos que k1a1n1 �
k2a2n2, donde k1, k2 P K, a1, a2 P A y n1, n2 P N . Entonces k�1

2 k2 � a2n2n
�1
1 a�1

1 .
Como la acción de A y de N preserva el eje real y su orientación, entonces k�1

2 k1

también preserva el eje y su orientación. Luego k�1
2 k1 � id, de lo cual k2 � k1.

Luego a�1
2 a1 � n2n

�1
1 , pero tanto A como N son cerrados bajo el producto y

además AXN � id. Aśı a1 � a2 y n1 � n2.
Queda como ejercicio para el lector verificar que esta aplicación es un difeo-

morfismo local y como es biyectiva es difeomorfismo global.
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Con la Proposición 5.4 en mente, basta dotar a los subgrupos K, A y N
de medidas σ-finitas borelianas para luego tomar la medida producto como
medida de SL2pRq. Como cada uno de los subgrupos es a un parámetro real y
en R tenemos la medida de Lebesgue, consideramos las aplicaciones

ψ1 : K Ñ R,
kθ ÞÑ θ

ψ2 : A Ñ R�,
at ÞÑ ln t

ψ3 : N Ñ R,
nb ÞÑ b

donde kθpzq � z cos θ�sin θ
z sin θ�cos θ , atpzq � tz y nbpzq � z � b.

Aśı, tomando en R la medida de Lebesgue L , consideramos µKpC1q �
L pψ1pC1qq, µApC2q � L pψ2pC2qq y µN pC3q � L pψ3pC3qq, donde para cada
i � 1, 2, 3, Ci P ψ�1pCq, para algún C medible.

Definimos

drµ � dµKdµAdµN � 1

t
dθdtdb

medida σ-finita en K �A�N y aśı sobre SL2pRq.
Basta observar la invarianza de rµ por K, A y N para concluir lo siguiente.

Proposición 5.5. La medida rµ es SL2pRq-invariante.

Sea p : SL2pRq Ñ PSL2pRq la proyección natural. En PSL2pRq tomamos la
imagen de la medida rµ a través de la proyección, es decir, para todo conjunto
C con p�1pCq medible en SL2pRq, se define

mpCq � rµpp�1pCqq,

la cual sigue siendo σ-finita.
Con todo lo anterior, tenemos en T1H una medida σ-finita. Sea Γ un grupo

fuchsiano, entonces la medida m pasa a T1H {Γ de forma similar que con la
proyección a PSL2pRq, salvo que tomamos las preimágenes que intersectan al
dominio fundamental de la acción del subgrupo Γ. Más precisamente, tomemos
π1 : T1H Ñ T1H {Γ la proyección natural definida en la Sección 4.2 y C �
T1H {Γ es tal que π�1pCq es medible. Inducimos en T1H {Γ una medida µ desde
m definiéndola por

µpCq � mppπ1q�1pCq XDq,
donde D es un dominio fundamental de la acción de Γ sobre T1H. Esta medida
no depende de D, de lo cual es G-invariante.

Definición 5.6. Sea Γ un grupo fuchsiano. Diremos que la superficie hiperbólica
T1H {Γ es de volumen finito si la medida µ es es finita.

De manera equivalente, T1H {Γ se dice de volumen finito si el dominio de
dirichlet de la acción de Γ sobre T1H es de medida finita.

5.3. Mixing topológico del flujo geodésico

Sea X � T1H {Γ una superficie hiperbólica de volumen finito. Recordemos
que el flujo geodésico gt : X Ñ X actúa de forma matricial por multiplicación
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por la derecha como fue descrito en la Sección 4.1. Definimos también el flujo
horoćıclico contractante h�s y el flujo horoćıclico dilatante h�u respectivamente
por

h�s pMq �M

�
1 s
0 1



y h�u pMq �M

�
1 0
u 1



.

Definición 5.7. Diremos que una sucesión pFnqnPN � L2 converge débilmente
a F P L2 si para toda G P L2,

xFn, Gy Ñ xF ,Gy, nÑ �8.

Denotamos esto por Fn á F .

Observación 5.8. Si F,G P L2pµq,»
X

F �Gdµ �
»
X

F pGpxqqdµpxq �
»
G�1pXq

F pyqdµpG�1pyqq.

De lo anterior, si µ es G-invariante,»
X

F �Gdµ �
»
X

Fdµ.

Proposición 5.9. Sea pϕtqtPR un flujo definido sobre un espacio de probabilidad
pX,A , µq. Son equivalentes:

(i) El flujo pϕtqtPR es mixing respecto a µ.

(ii) Para toda F P L2pµq de integral nula, F � gt Ñ 0 cuando tÑ8.

(iii) Para toda F P L2pµq de integral nula, el único punto de acumulación débil
de pF � gtqt¡0 es 0.

Demostración. Es claro que (i) implica (ii) y que (ii) implica (iii). Que (iii)
implica (ii) es consecuencia del Teorema de Banach Alaoglu, pues los conjuntos
acotados son débilmente secuencialmente compactos y ||F � ϕt|| � ||F || por la
Observación 5.8. Para ver que (ii) implica (i), tomemos F,G P L2. Sea M �
tH P L2 :

³
X
Hdµ � 0u. No es dif́ıcil ver que MK es el espacio de funciones

constantes y aśı, escribiendo F � F1�F2, con F1 PM y F2 PMK, tenemos que

ĺım
tÑ8

»
X

F � pG � ϕtqdµ � ĺım
tÑ8xF,G � ϕty

� F2

»
X

G � ϕtdµ

�
�»

X

F2dµ


�»
X

Gdµ



.
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Lema 5.10. Sea F P L2pµq. Entonces todos los puntos de acumulación débiles
de pF � gtqt¡0 son h�s -invariantes y los de pF � gtqt 0 son h�u -invariantes. En
particular, toda función invariante por gt es invariante por h�s y por h�u .

Demostración. Sea F P L2 y ptiqiPN sucesión creciente no acotada de modo que
F �gti á F . Es fácil verificar que gt�h�s � h�

se�t
�gt. Aśı, usando la Observación

5.8 obtenemos

||F � gt �h�s �F � gt|| � ||F �h�
se�t

� gt�F � gt|| � ||F �h�
se�t

�F || Ñ 0, tÑ8.

Por otro lado, como F � gti á F , se tiene que

F � gti � h�s � F � gti á F � h�s � F .

Esto implica que ||F � gti � h�s �F � gti || Ñ ||F � h�s �F ||, iÑ8, pero también
||F � gti � h�s � F � gti || Ñ 0, i Ñ 8. Por lo tanto F � h�s � F � 0 y aśı F es
invariante por h�s .

De manera similar, se verifica que g�t � h�u � h�
ue�t

� g�t. Para probar la

segunda afirmación, tomamos F P L2 y ptjqjPN tales que tj Ñ8 cuando j Ñ8,
de modo que F � g�tj á F . Con lo anterior, ||F � g�tj � h�u � F � g�tj || Ñ 0 y

además ||F �g�tj �h�u �F �g�tj || Ñ ||F �h�u �F ||, cuando iÑ8. Esto implica
la segunda afirmación.

Finalmente, si F P L2 es gt-invariante, entonces F � gt � F , para todo t P R.
Luego F es punto de acumulación de pF � gtqt¡0 y de pF � gtqt 0, de lo cual es
invariante por h�s y por h�u .

Lema 5.11. Sea F P L2pµq una función h�s invariante. Entonces F es gt-
invariante.

Demostración. Sea F P L2. Para todo ε, δ ¡ 0, h�
δ�1

�1
ε

�h�ε �h�δ�1
ε

�h�
�ε
δ

� g2 ln δ.

Luego, haciendo t � 2 ln δ,

||F � gt � F || � ||F � g2 ln δ � F ||
� ||F � h�

δ�1
�1
ε

� h�ε � h�δ�1
ε

� h�
�ε
δ

� F ||
� ||F � h�ε � h�δ�1

ε

� h�
�ε
δ

� F ||
� ||F � h�ε � h�δ�1

ε

� h�
�ε
δ

� F � h�δ�1
ε

� h�
�ε
δ

� F � h�δ�1
ε

� h�
�ε
δ

� F ||
� ||F � h�ε � h�δ�1

ε

� h�
�ε
δ

� F � h�δ�1
ε

� h�
�ε
δ

� F � h�
�ε
δ

� F ||
¤ ||F � h�ε � h�δ�1

ε

� h�
�ε
δ

� F � h�δ�1
ε

� h�
�ε
δ

|| � ||F � h�
�ε
δ

� F ||
� ||F � h�ε � F || � ||F � h�ε

δ
� F ||.

Utilizando el Teorema de Convergencia Dominada concluimos la convergencia
||F � gt � F || Ñ 0 cuando ε Ñ 0. Como ε ¡ 0 es arbitrario, se tiene que
µ� c.t.x P X, F pgtpxqq � F pxq, para todo t P R.

36



Observación 5.12. Sea F P L2 y F P L2 punto de acumulación débil de
pF � gtqt¡0. Entoces existe ptiqiPN una sucesión creciente no acotada de reales
tal que pF � gtiqiPN á F .

Supongamos además que F tiene integral nula. Entonces para G � 1, se
tiene que xF , 1y � ĺım

iÑ8
xF � gti , 1y. Esto es,»
X

Fdµ � ĺım
iÑ8

»
X

F � gtidµ � 0.

Observación 5.13. Sea g P PSL2pRq asociada a la matriz

�
a b
c d



, ad�bc � 1.

Supongamos que d � 0. Entonces tomando t � �2 ln d, u � cd y s � b
d , se

tiene que g � gt � h�u � h�s .
Notemos además que como la medida sobre cada coeficiente es la de Lebesgue,

tales g con d � 0 tienen medida total en PSL2pRq.
Teorema 5.14. El flujo geodésico sobre X es mixing para la medida µ.

Demostración. Sea F P L2 de integral nula. Basta probar que el único punto de
acumulación débil de pF � gtqt¡0 es 0.

Sea F P L2 y ptiqiPN una sucesión creciente no acotada de reales tal que
pF � gtiq á F . Por el Lema 5.10 se tiene que F es h�s -invariante y del Lema
5.11 es gt-invariante. Utilizando nuevamente el Lema 5.10 se tiene que F es
invariante por los tres flujos. Como casi todo elemento de PSL2pRq se obtiene
como composición de estos tres flujos, obtenemos que F es PSL2pRq-invariante.
Luego rµ� c.t.g P PSL2pRq, µ� c.t.x P X,F pgxq � F pxq.

Entonces |F � g � F | es nula en un subconjunto de X de medida total. Aśı,rµ� c.t.g P PSL2pRq se tiene »
X

|F � g � F |dµ � 0.

Utilizando el teorema de Fubini se tiene que

0 �
»

PSL2pRq

»
X

|F � g � F |dµdrµ � »
X

»
PSL2pRq

|F � g � F |drµdµ.
Entonces µ� c.t.x P X,

³
PSL2pRq |F � g � F |drµ � 0 y aśı

µ� c.t.x P X, rµ� c.t.g P PSL2pRq, F pgxq � F pxq.
En particular, existe x0 P X tal que rµ � c.t.g P PSL2pRq, F pgxq � F pxq.

Como la acción de PSL2pRq es transitiva, esto implica que F es constante µ �
c.t.x P X. Finalmente, como F tiene integral nula, se sigue que F también tiene
integral nula y además constante, de lo cual F es en casi todo punto la función
nula.

Corolario 5.15. El flujo geodésico sobre X es topológicamente mixing.
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5.4. Comentario final

A pesar de que en estas notas nos centramos en el caso de superficies hi-
perbólicas de volumen finito, es posible probar el mixing topológico del flujo
geodésico con mayor generalidad. En 1986 Guivarc’H generalizó este resultado
demostrando el mixing en superficies con curvatura seccional constante negativa
[GR]. Este resultado también se aplica en dimensión mayor. En 1998 Dal’Bo y
Peigné probaron que en cualquier dimensión y cualquier curvatura, si Γ posee
elementos parabólicos se tiene el mixing topológico del flujo geodésico [DP]. Un
año más tarde, Dal’Bo también demostró que la propiedad de mixing satisface
en superficies con curvatura variable [D1]. En el año 2000, Dal’Bo probó una
caracterización para el mixing topológico en el caso general [D2]. Para ser más
precisos, el mixing topológico es equivalente a la existencia de una hoja densa
de la foliación fuertemente estable del flujo, la cual a su vez es equivalente a la
no-aritmeticidad del subgrupo de isometŕıas que determinan la variedad. Esta
caracterización da herramientas para resolver el problema del mixing topológico
en el caso general. Una de estas herramientas es dinámica, otra es geométrica y
la otra es topológica.

El caso general (curvatura variable, cualquier dimnsión) es un problema
abierto a la fecha.

38
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