Untersuchungen ﬁber quadratische
Formen in Kérpern der Charakteristik 2. (Teil I.)

Von Cahit Arf in Istanbul.

Einleitung.

Witt 1) hat eine Theorie der quadratischen Formen in beliebigen Kérpern k aufge-
stellt. Er setzt dabei jedoch voraus, daB k nicht die Charakteristik 2 hat. Dann ist jede

. - . L] .
quadratische Form in eine Diagonalform F = 3 a,«* transformierbar. Unter Heran-
i=1

ziehung eines durch F metrisierten Vektorraumes wird in W. Q. bewiesen, daf die Algebra

II (a;, a;) und die Zahlklasse JT ak* Invarianten der Form F sind, und daB diese Inva-
LS 1

1
rianten zusammen mit n fiir spezielle Korper k die Form F bis auf dquivalente charak-
terisieren.

Wir wollen in diesem ersten Teil mittels ahnlicher Methoden wie in W. Q. den dort
nicht betrachteten Fall untersuchen, daB k die Charakteristik 2 hat. Das Ergebnis dieser
Untersuchung soll dann in einem zweiten Teil angewendet werden auf die Aufstellung
der Invarianten fiir die arithmetische Aquivalenz der biniren, terniiren und quaterndren
Formen in einem Potenzreihenkorper mit Koeffizienten aus einem vollkommenem Korper
der Charakteristik 2.

Die Anregung zu dieser Arbeit verdanke ich H. Hasse?).

I. Quadratische Formen in Korpern der Charakteristik 2.

Wir legen einen festen Korper k der Charakteristik 2 als Grundkérper zugrunde
und betrachten quadratische Formen

2iSj<

R
15 = ¢

i
mit Koeffizienten «; aus k.
Wie in W. Q. ordnen wir einer quadratischen Form F einen durch sie metrisierten

Vektorraum
= S

iiber k zu, indem wir das Léngenquadrat eines Vektors

m

L= 2w
i=1
aus N durch
1) B. Witt, Theorie der quadratischen Formen in Deliebigen Korpern. Dieses Journal 176 (1937), 31—44;
im folgenden mit W. Q. zitiert.

%) Anmerkung des Herausgebers: Im Einverstindnis mit dem Verfagser habe ich dessen urspriingliches Ms.
iiberarbeitet,
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lg[*=F(x)
definieren. Eine Aquivalenz F = F' zwischen zwei Formen F und F’ driickt sich dann
durch die Tsomorphie %t = R’ der zugeordneten metrischen Rdume aus, also durch eine
umkehrbar eindeutige lineare lingentreue Zuordnung zwischen R und R'. Die ver-
schiedenen zu F iquivalenten Formen entsprechen umkehrbar eindeutig den verschiedenen
Basen von 9.

Fiir zwei Vektoren e oA
e e
t = i§1 Ty, Y= iﬁ Yilly

aus N definieren wir das skalare Produkt durch die Beziehung

le+pP=lclF+[y+ry,
also als die Bilinearform
th =F(x,p) = 1’-1‘%;‘1&‘-:"\ aij($iyj -+ -1:,"‘1')-

Ist rh = 0, s0 sagen wir, £ und Y sind senkrecht zueinander. Ist t ein Teilraum von %N,
und ist  senkrecht zu allen g aus t, so nennen wir ) senkrecht zu r. Mit t* bezeichnen
wir den Teilraum aller zu t senkrechten Vektoren aus R. Ist 8 ein weiterer Teilraum
von R, und sind alle i aus & senkrecht zu t, so sagen wir, t und 8 sind senkrecht zueinander.
Unter einer direkten Zerlegung R = t + 8 verstehen wir eine Zerlegung von i in zwei
gueinander fremde und zueinander senkrechte Teilriume v und 8. Thr entspricht eine
Darstellung F' = f + g als Summe zweier Formen f und g in untereinander verschiedenen
Variablen. Wir verwenden das Pluszeichen bei Riumen und Formen nur im Sinne
dieser direkten Zerlegung.

Durch % ist invariant der Teilraum 9* aller zu dem vollen Raum 9 senkrechten
Vektoren aus R bestimmt. Er zerfillt direkt in eindimensionale Teilrdume:

fE = E, ().
j=1
Ist 9* — 0, s0 nennen wir R und die zugehorigen Formen vollreguldr. Es gilt nun weiter:

Satz 1. Der Raum R zerfillt direkt in zweidimensionale ¢ollreguldre Teilrdume
und R*:

R = _z"l Qu, 05 + R* mit wy; = 0,

Beweis. Ist uy ein nicht zu R* gehoriger Vektor aus B¢, so gibt es in 9 einen Vektor
by mit u;b; = 0. Da wu, = 0, vb; = 0, sind dann 1, und b, linear unabhingig, und
jeder Vektor r aus R besitzt eine eindeutige Zerlegung

r= (g + Biby) + ¥y, By in Qg 0¥,

némlich mit

-b .u

tx]_:-%—}, j]":'—'!;——l‘.

1y by 1,0y

Somit ist
%R = <1|1, U]_) _i" (111, b1>*.

Ist <uty, 0,)* noch umfassender als %*, so kann man auf {uy, by)* statt Mt dieselbe Schlul-
weise anwenden. So ergibt sich schlieBlich die Behauptung.

Zusatz. Ist v ein vollregulirer Teilraum von R, so tst
R=r1 - r*
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Nach dem Verfahren des eben gefithrten Beweises kann man niimlich eine direkie
Zerlegung
i
U= 3 U,y mit wub, 40
i=1

zu einer direkten Zerlegung der obigen Form von % aushauen, und dabei erzeugen dic
hinzukommenden Teilriiume gerade t*,
Aus Satz 1 und der Bemerkung glayer folgt unmittelbar:

Satz 2. Jede quadratische Form ist in die Gestalt
n o g n: 2 .
F = ’éi (@27 4 b2y, + ¢ 93) + ;éi diz; mit b, =0
transformierbar. Dabei ist die Form
W 2
F* = 2;‘ d;,z;‘
=1

durch F bis auf dquivalente eindeutig bestimmi.

Der Zusammenhang der Normalform von Satz 2 mit der Zerlegung von Satz 1 wird
durch die Formeln

| [* =a, wp,=0b, [ =¢; | [*=d;

gegeben. Wir nennen eine Form F von dieser Gestalt quasidiagonal. Die Quasidiagonal-
formen iibernehmen hier die Rolle der Diagonalformen in W. . Die invariante Teilform
I nennen wir den quasilinearen Teil von F ; er ist das Lingenquadrat im invarianten
Teilraum R* von R, Der vollregulire Teil von F ist nicht invariant, wohl aber seine
Variablenanzahl 2n. Bei vollreguliren Formen fehlt der quasilineare Teil, und die Va-
riablenanzahl 2n ist gerade.

Die Vektoren vom Lingenquadrat 0 aus %* bilden einen Teilraum R von R*. Ist
NF =0, so nennen wir R und die zugehorigen Formen regulir. Wihlt man eine Basis
von R so, daB darin eine Basis von %X enthalten ist, s0 erkennt man, daB jede quadratische
Form in eine regulire Form von ev. kleinerer Variablenanzahl transformierbar ist. Wir
kinnen daher im folgenden durchweg ohne Einschrinkung die zu betrachtenden Formen
als regulir voraussetzen. In der Quasidiagonalform sind dann die d; # 0 und bilden

eine Basis des Moduls Ei‘ dk*. Dieser Modul ist ein durch Quadratbildung entstehendes
j=

isomorphes Bild von fi* = il‘ kto;, er besteht aus den durch die Form F* darstellbaren

Elementen aus k. Die Bes,chriinkung auf regulére Formen tritt an die Stelle der Be-
schrinkung auf Formen von Null verschiedener Diskriminante in W. Q.

Die Nulldarstellungen durch # entsprechen den Vektoren == 0 vom Lingenquadrat 0
aus R. Stellt eine regulire Form die Null dar, so sind dabei nicht alle Variablen des
vollreguldren Teils Null.

Um zu weiteren Invarianten zu gelangen, betrachten wir wie in W. Q. das der Form

F= lﬁiil.zj:Sm aijxixj

invariant zugeordnete Cliffordsche System
CE) =, 3 hupooup

8 uinty=0,1

mit der Multiplikationstafel

wi=ay,  wu e+ uu; = W (<))

C'(F) ist eine Algebra vom Rang 2" iiber k. Es ist
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W 2
F == ( 2 .’L‘iuf) .
i=1

Um zu einer direkten Zerlegung in normale einfache Algebren vom Rang

muBte Witt in W. Q. der Form F anstelle von C (F) die Algebra C (F — "Si yf) zuordnen.

Das ist in unserem Falle nicht notig.  Vielmehr entspricht hier jeder quasidiagonalen
iy

Darstellung

4 zu gelangen,

P~ 3 fit I

L= a,a; + biwy + eyl F*=2 d;%;

i=1

eine direkte Zerlegung von C (F) selbst:
C(F) = I C () - CF"):

Dabei ist
C(F*) = ,91 C(d;2)

das Zentrum von C (F).
C (F*) wird durch n* Elemente w; mit w? = d; erzeugt.

k2 der durch F'* darstellbaren Elemente aus k die 1 nicht vor, so ist C (F*) das direkte
en Korper Fc(l/EI.-,-), oder also,
» der durch Adjunktion der
aus & erzeugt wird. Dann

Kommt in dem Modul

54
j=1

Produkt der n*
invariant beschrieben,
Quadratwurzeln aus den durch F*

ist also

unabhiingigen inseparablen quadratisch

der Korper k(l/f.T*) vom Grade 2
darstellbaren Elementen

cw) = e kI

nw*

Gibt es aber eine Darstellung i‘f; diyj = ; n Element w = 1 + 2,1 V505
i= _i=

aus C (F*) mit w?* = 0. Dann ist C(F*) das direkte Produkt des Korpers k(l/F*), der

jetzt nur den Grad 2" hat, mit der durch w erzeugten Algebra k -+ kw vom Rang 2.

Dabei erzeugt w das Radikal C (F*)w =k(VF,*)w von C(F*), und da die C(f,), wie
wir gleich sehen werden, normale einfache Algebren gind, auch das Radikal

C(Fyw = 111 C (/) - k(/F*)w von € (F). Lkt man den Fakter k -+ kw aus dem direkten

Produkt € (F") fort, so entspricht das also der Reduktion der Algebra C(F) auf die
Restklassenalgebra nach ihrem Radikal. Da dies ein invarianter ProzeB ist, ist in dem

betrachteten Falle auch die so entstehende Algebra
CoF) = 11 CU) - HIVF®)

g0 entspricht ihr el

eine Invariante der Form F.
Hierdurch wird man auf die Betrachtung der Invariante C (F) fir vollregulére
Fe= f%; I

guriickgefithrt. Dann ist
¢ (F) = I C(f)-

Fiir eine vollreguldre bindre Form
f = aa® -+ bry + cy*
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ist C(f) eine normale einfache Algebra vom Rang 4, erzeugt durch zwei Elemente u, v mit
den Relationen

ut=a, uv- == vV=c
Um C (f) als verschriinktes Produkt darzustellen, setze man ohne Einschrinkung a &4 0

voraus, was ja durch eine der beiden Transformationen 2’ =y, y =z oder &' =,
y' = x - y erreichbar ist. Dann kann man als Erzeugende auch

uv
mn = — ) =nu
b bl
nehmen, mit deri Relationen
ac
po = 4 ™ = +1, 0P=a

ac

Dabei ist zur Abkiirzung po = o2 -+ o gesetzt; wir schreiben ferner umgekehrt o = Fz/ga
a ; N . . :

fiir eine Wurzel von po = —b—z Hiernach ist € (f) ein verschriinktes Produkt mit dem

separablen Korper k(ac

EE/P) als Zerfillungskorper. Die fiir diesen Zerfallungskorper

charakteristische additive Klasse :g + o, wo « die Elemente aus k durchlduft, be-
zeichnen wir mit A (f) und schreiben auch kurz
A(f)zzii mod. @k.

Ferner setzen wir zunfichst formal

i n
AF) = B¢ = Z55 mod gk
= i

f=

Wir werden beweisen, daf A (F) eine Invariante von [ ist. SchlieBlich schreiben wir
ac
N(x + yo) = (@ + yo) (= + y(o + 1)) = o + 2y + 5 ¥

s ist das die Norm im Zerfallungskorper k(%i; /59) von C (f), wobei dieser aber, auch falls

%g/gp in k liegt, als die Algebra k - ko; also dann als die direkte Summe zweier Exem-
plare von k aufgefaBt wird.

Satz 3. Zwei vollregulire bindre Formen

L 2 t 1y
W

F = az® + bxy + ey?, F' =a'z® + b2’y + cy?
sind dann und nur dann dquivalent, wenn |
C(F)=C(F')
und
A(F)=A(F') mod. pk
ist.
Beweis. Man kann ohne Einschrinkung e # 0, &' == 0 voraussetzen. Dann hat man

| |
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. b . ac
P aN(::: |- Eym) mit o = iﬁ/&)’

‘ bl’ rr
F' = a’N(w' 4 ——,y'cu') mit o' = g,‘é/p
a b
Die Notwendigkeit der ersten Bedingung ist klar. Die Notwendigkeit der zweiten Be-
dingung ergibt sich daraus, daB fiir dquivalente F' und F' die inhomegenen Nullstellen

@ und o’ denselben Erweiterungskérper von k erzeugen.
Seien jetzt die beiden Bedingungen erfiillt. Nach der zweiten ist dann

o' =m+p mit pin k
und nach der ersten hekanntlich

a' = aN(x + pw) mit «, f in k.
Daraus folgt

F' = aN (x + po) N(.t:' -+ Zu,y'(m +g))

' br " ' ' b’ 3 '
= aN [(Mf + P (Zi B+ 99‘) ] ) -+ (‘ﬁiﬂ + P (x+ B+ eB)y )0)

Hiernach geht # durch die Transformation

, b fac ;

xr = xr ri" E‘j ('b-é'ﬁ -+ @Cﬁ)y :

Dy =g+ L (e + DY i
@ a .

in /' iiber. Damit ist Satz 3 bewiesen. Aus dem Beweis entnimmt man noch:

Zusatz 1. Ist a = a', so ist fiir die Aquivalenz die Bedingung A(F) = A(F') mod. pk
notwendig und hinreichend.

Zusatz 2. Fiir die spezielle Aquivalenz F ~ xy ist schon die Bedingung A(F) =0 §
mod. gk notwendig und hinreichend, und es ist dann C(F) ~1.

Dabei bezeichnet C (F) ~ 1 wie iiblich, daB C (F) zerfillt. ;
Satz 4. Fiir die Aquivalenz der vollreguliren quaterndren Formen ‘;
4
F o= (a0} + bywyyy + i) + (@2l + byayy + cay3)
st neben der Algebra C(F) auch die Klasse ;
AF) = qlfl + ‘fgfi mod. pk 3

by b3 .
etne Invariante. :
Beweis. Es sei ® der zu F' gehorige vollregulire Vektorraum und i
=1 * ;

- seine direkte Zerlegung in zwei vollregulidre Teilriume

r={ily, by>, ¥ = {uy, by

o
0
E
B

mit

2 R . | L e ) R
[ug [P =ay, by =1by, [0 2=1c;; |Up|>=ay Wby =y |0y]*=cy
Journal fiir Mathematik, Bd. 183, Heft 3. 21
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. . : ey | AxC .
Wir haben zu zeigen, daB die Klasse —/5- + 22 mod. pk nur von R, nicht von der
1 b_ bg b
1 2

Zerlegung abhiingt. Da nach Satz 3 die Klassen Echl mod. pk und %@ mod. gk nicht
2

1

von der Wahl der Basen 1y, b, und 11y, by von t und v* abhiingen, konnen wir diese Basen
zum Beweis in geeigneter Weise festlegen. Es sei nun

S 4

R=1 + '
eine andere Zerlegung der betrachteten Art, wobei ohne Einschrinkung t’ von t und t*
verschieden sei. Dann kénnen wir die Basen von t und t* so festlegen, daB u, -+ 1y in
v liegt. Setzt man dann
[ i, = Uy + Uy, iy =ity
(1) = ,
l 0y = Dy, Dy == Uy + =y,

so erhilt man eine weitere Zerlegung
. M=1-1*
der hetrachteten Art, mit
T = Quy, ‘61>1 ™ = iy, Ba):

bei der der Teilraum T mit t noch das Element b, und mit 1t/ schon das Element u, ge-

meinsam hat. Aus (1) folgt

E';'1___|ﬁl!2:€"'14|' ag, cizzlii2|2=a2,

by = by = by, by = Ughy = by,

: _ = o b;

o=|0nF=oc, f’azibzl)‘zcz"l'b—gcr
1

Daraus ergibt sich

Moy | Ggly _ GiC P W ?E Ayt 0yCy | ol

bbb b A L
also die Behauptung fiir den Ubergang von 9 = v + t* zu M =T + t*. Ist nun t’ noch
von T verschieden, so kann man unter Festhaltung des bereits in t’ gelegenen 1, die
iibrigen Basiselemente b, U, by VO T und T* neu so wihlen, daB auch b, + by in 1’ liegt.
Dann erhilt man in der Form

1

) T
wy = 1y, Uy = Uy + = Uy,

by = by + by, b, = by.

Basen von t’ und t*. Hieraus ergibt sich entsprechend wie vorher die Behauptung fiir

den Ubergang von R = T+ t* zu N = ¢’ + t*. Damit ist Satz 4 bewiesen.
gang

Satz b. Fiir die Aquivalenz der allgemeinen vollreguliren quadratischen Formen
F == JZ: (2% + by + ¢ yi)
ist neben der Algebra C (F) auch die Klasse

Ay = 355

i=1 b

mod. pk
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eine Invariante.
Beweis. Es sei i der zu F gehorige vollreguldre Vektorraum und

L]
R = ):'1' <ui7 bi>
seine direkte Zerlegung in n voIIreghlﬁre Teilrdume mit

[ P=a, why=0b, [y;[*P=c e

s . . ” a-c!.
Wir haben zu zeigen, dafl die Klasse 2{ - ;2
abhéingt. Fiir n = 1, 2 stimmt das nach Satz 3, 4. Fiir n = 3 verwenden wir vollstéindige
Induktion. Es sei

mod. gk nur von R, nicht von der Zerlegung

= 3, 0
mit
Jui P=a, wo;=b, |b=q
eine weitere Zerlegung der betrachteten Art. Wir betrachten dann den Teilraum
’ ’
v = {lty, by, uy, 0
von R und haben folgende vier Fille zu unterscheiden:
a) t ist zweidimensional,
b) v ist dreidimensional,
¢) t ist vierdimensional und vollregulir,
d) t ist vierdimensional, aber nicht vollregular.

a) Ist v zweidimensional, so ist

v = i, by = Uy, )

und folglich ‘ d
' = 3, 0 = F iy b))

Daraus ergibt sich die Behauptung nach Satz 3 und der Induktionsannahme.

b) Ist t dreidimensional, so gibt es in t einen von u,, b, linear unabhiingigen Vek-
tor u; dieser kann zu u,, b, senkrecht normiert werden. Man hat dann die direkte Zer-
legung

T = <ul, b1> 'i‘ <u>.
Da R vollregulir ist, gibt es ferner in % einen zu u nicht senkrechten Vektor b; dieser

kann ebenfalls zu u,, b, senkrecht normiert werden. Damit ist t in einen vollreguléren
- vierdimensionalen Teilraum

E = <1[1, b1> 'l" <11, b>
von R eingebettet. Nach dem Zusatz zu Satz 1 besitzt dieser auch eine direkte Zerlegung
T = Cuy, 0> + ', 0,

@
b

wo (u’; by ein weiterer vollregulirer Teilraum ist. Da die Summen i‘; mod. pk und

2"; ab,-’(;,- mod. pk nach der Induktionsannahme nicht von der Basiswahl in _L"; {u;, ;> und

‘_é;‘ <u;, v;> abhiingen, kénnen wir

21+
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=1, by=1b und =1, by = b’

annehmen. Dann ist
T = (g, 0y) + gy byd = <utp, by ity 03
und folglich,

*— 3, 0> = 3 <, b
T ?5 Uy, Us’-?-.g-.,-gé'a U, b .
Daraus ergibt sich die Behauptung nach Satz 4 und der Induktionsannahme.

¢) Ist v vierdimensional und vollregulir, so schlieft man wie eben, indem man den
Vektor b in t wihlt; es wird dann t = 1.

d) Ist © vierdimensional, aber nicht vollregulir, so gibt es in t einen von 1, b,
linear unabhiingigen zu 1, b; senkrechten Vektor u, und ferner einen von 1y, by, 1t linear
unabhiingigen zu 1y, b, senkrechten Vektor b; dieser ist notwendig auch zu u senkrecht,
weil t nicht vollregulir ist. Man hat dann die direkte Zerlegung

t = iy, by) + < + <o)
Ahnlich wie vorher kann man weiter t durch geeignete Wahl zweier Vektoren b und u
aus R in einen vollreguldren sechsdimensionalen Teilraum

T = Quy, by + u, 0y + u, b

von R einbetten. Fiir die Vektoren uj, b; aus t bestehen Darstellungen

W, = ity + Byby + ou + fo

b] = pylty - 040y + yu + b
Dabei ist a8, + fiy1 + 0, weil 1 b] 4 0 ist, und ad + By = 0, weil t = (uy, by, 1, by
vierdimensional ist. Man kann daher u;, b, und u, b so gewiihlt annehmen, daf einfacher

2) °* W= +u b=0b+0

gilt. Setzt man ferner

=, b =b + — by,
(3) .
= =, DO sk @
=14+ — (4 + u), b' =0,
by
so erhilt man fiir T die weitere direkte Zerlegung
T =y, byy + 'y 07 + <Ly, 00
in vollreguliire Teilriume. Auf Grund der Induktionsannahme kinnen wir

l
ol

) Uy =1, by=0; Uy=1, b
* -
W=, vy=0" wy=1, v
annehmen. Dann ist
gt 3 Pt
L= 2{ Qb = 21 Qg ;7
1e= 1=
und folglich

= 3, 0 = G, 00

Da auf die letztere Beziehung wieder die Induktionsannahme anwendbar ist, geniigt es
aus der ersteren die Beziehung
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3
i=1 b? f=1 B

zu folgern. Nach (2), (3), (4) ist nun

Pl
ey (@ + @) (e +¢)  ae | @ aiG 4 taly
[ T T e =0 T 38 T
by? bi O N R 1
2 ey
v Ggleg =6
2Ly ( bi Goly | Oy
bic 1 RN P« T P Wi
b2 b; bi bi
B2
3
' (Ua 7 B (ay + as) ey , ,
155 ! gty | @y | Gyl
o e - T TgE T e U e
8 b b; bi by

woraus die behauptete Bezienung ersichtlich ist. Damit ist Satz 5 bewiesen.

Batz 6, Wenn die (regulire) Form I die Null darstellt, so ist sie in die Gestalt xy - |
transformierbar. Dabei ist die Form f durch F bis auf dquivalente eindeutig bestimmd.

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es in dem zu F gehorigen Vektorraum R einen
Vektor ut == 0 mit | u |* = 0. Wegen der Regularitit von 9 ist u nicht in :i* enthalten.
Daher gibt es in R einen Vektor b, mit uv,=1. Dann hat das Vektorpaar
U, b=y 4 | by |* u die Eigenschaften

luP=0, ub=1, |[v[F=0.
Der nach Satz 1 bestehenden direkten Zerlegung
M=, vd -+ e, bH*®
entsprechend hat man dann
F = zy -+ [,

wobei f einer Basis von (i, b)>* entspricht.

Es sei nun

o= ', 0"y 4+ a’, b'H*
eine weitere direkte Zerlegung mit
' 2=0, uv' =1, |[v'[2=0
und entsprechend
Fea'y'+f,

wobei f' einer Basis von (u’, b">* entspricht. Wir haben zu zeigen, daB dann f == /" oder
also {u, b)* = (u’, p"y* gilt. Dazu betrachten wir den Teilraum

t =, b, ', 0"
von R.
Ist <u’, 0" in <u, vy + M* enthalten, so hat man
W=ou-+pv+mw
b' = yit 4 b + 3

mit fo, 3 aus R. Dabei ist 1 = u'd" = (26 4 fy)ub = ad + py. Daher ist dann auch
(u, b> in <u’, 0" 4+ R* enthalten. Somit ist in diesem Falle

{uy by - /¥ = ', 0" + R*

R

S

e

ST

T

s

g
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Daraus folgt aber sogar (u, vb)* = a’, v,
Wir kénnen demgeméf weiterhin voraussetzen, daB t nicht in <u, b} - #t* enthalten
ist, und haben dann folgende vier Fille zu unterscheiden:

a) t ist dreidimensional,

b) t ist vierdimensional und vollregular,

¢) t ist vierdimensional, nicht vollregulir und nicht fremd zu %R*,
d) t ist vierdimensional, nicht volh’éﬁlﬂfﬁﬁr, aber fremd zu M*.

a) Wenn v dreidimensional ist, so ist
t=u, b) + u)

mit nicht zu N* gehorigen u, und man kann v wie im Falle b) des vorigen Beweises in
einen vollreguliren vierdimensionalen Teilraum ’

1=, by + Qi b)
von N einbetten. Nach dem Zusatz zu Satz 1 hat man dann auch
=, 0 4 ', b
mit einem weiteren vollreguldren Teilraum (it’, b"). Daraus folgt
Cu, 0)* = (i, 0y + 7%, w0’ =, B + T,

so daBl es geniigt, <it, b) = (u’, 0"y zu beweisen. Es ist das die Behauptung des Satzes

fiir die v entsprechenden vollreguliren quaterniren Formen

®=zy+ ¢ O =2y +¢,

wo ¢, @' den Teilriumen {u, by, (', "> entsprechen. Nun ist
C(®) = C(ay)C(¢) ~ Clp), C(@') = C(2y)C(g") ~C(g)

A(®) = A(zy) + B(e) =Alg), A(®) = A(z"y') + A(p") = A(g") mod. pk.

Da ® = @' ist, folgt hieraus nach Satz 4 und Satz 3 auch ¢ == ¢', also (i, b) == (', b"),
b) Wenn t vierdimensional und vollregulir ist, so schlieBt man wie eben, mit t = 1.
¢) Wenn t vierdimensional, nicht vollreguléir und nicht fremd zu R* ist, so ist

t = (u, b) 4 ) + {w)

mit nicht zu R* gehorigem u und zu R* gehorigem w, und man kann v in einen fiinf-
dimensionalen Teilraum

‘ T = <u, by 4 41, 0 + ()
von S mit vollregulirem (it, b) einbetten. Nach dem Zusatz zu Satz 1 hat man dann auch
T =<', 0" 4+ ', 8 + (W)
mit einem weiteren vollreguldren Teilraum (ui',b"y (wobei aber nur (u’, b’y + (i)
eindeutig festliegt). Daraus folgt wieder
Qu, )% = (i, by + 1%, ', 0% = ', b 4 ¥,
sso daB es geniigt, i, by ~ (it’, b’) zu beweisen (bei geeigneter Festlegung von (', d’)).
ei dazu

|ift=a ub=>, |[v)P=¢ |[W[E=d
Da <u’, b’y in v = {u, b) + <u) + {w) enthalten und vollregulér ist, gilt
'y 0" = Cu + ait 4 o, b + yu 4 dw).
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Weil © = <u, b, u', by vierdimensional ist, ist dabei ad + By + 0. Daher sind «, y nicht
heide Null. Ist etwa p =0, so kann man das Basiselement u durch yil -+ 81 ersetzen,
oder also ¥ =1, 4 = 0 annehmen:

', 0"y = <u 4 a4 pw, b+ .
Nach Satz 3 ist dann

(as? 4 df*)a =0 mod. pk,
oder also wegen a’x® = ax mod. pk W
G) alx + dp?) =0 mod. pk.

Ersichtlich kann nun

W=u, 0 =0b+b(u+tav- fw)
gewihlt werden (wobei das an sich entbehrliche Glied v mit Riicksicht auf unseren
Zweck hinzugefiigt ist). Dann ist

|2 =@ Wb =b |b[2=¢c- b¥x-+dp?).
B _

Wegen (5) folgt hieraus Eb'-c"- =2 mod. @k, und daher nach dem Zusatz 1 zu Satz 3 die

Behauptung <, by =~ ', 0.
d) Wenn t vierdimensional, nicht vollregulr, aber fremd zu M* ist, 8o ist wie im
Falle d) des vorigen Beweises

t = (u, 0) + U + <o) :

mit nicht zu R* gehorigen u, b, und man kann t in einen vollregulidren sechsdimensionalen i
Teilraum _ {
t =, b) + <ﬁ1 6) +- <ﬁ: B) ;

von R einbetten. Nach dem Zusatz zu Satz 1 hat man dann auch
T=q, 0’y + Qb 4+ @'y b")
mit weiteren vollreguldren Teilrdumen <u’, 8", (', v’y (von denen nur die Summe ein- |
deutig festliegt). Daraus folgt i
Qu, bY* = (il By 4 <, by + ¥, ', 0¥ = a', 0y 4+, 0"y + ¥ '
so daB es geniigt, (i, )= {u,b%, u,0) == ',y zu beweisen (bei geeigneter
Festlegung von (i’, 8", (i, b)). Sei dazu i
|ufp=a ub=>b, |B2=c '

|iift=a, wo=b |bP=c
Wie im vorigen Falle kann man wieder
ar, v’y = - au + po, b+ uwp

annehmen, so daB analog zu (5) die Beziehung

(5" a(x 4 ¢f?) =0 mod. pk
besteht. Ersichtlich kann nun
' =, b =0 -+ b(u 4 ab 4 BV),
u' = u 4 bpy, B’ =

gewihlt werden. Dann ist

B
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| |2=a, uwB =b, |b|2=2¢c+ b(x+ cf?)
| t=5 @ =5 |Fp="%
Wegen (5') folgen hieraus nach dem Zusatz 1 zu Satz 3 die Behauptungen
Qu, 0>~ A, v’ <, by = ar, i,
Damit ist Satz 6 bewiesen.
Folgerung. Ist o vollregulir und @& ¢ 4 ', so ist f=f".
Bewers. Durch Transformation von ¢ auf Quasidiagonalform kommt man auf den
Fall zuriick, dafl ¢ eine vollregulire bindire Form ist. Wir bilden die vollregulire quater-
nire Form ¢ -+ ¢. Sie stellt die Null dar, indem man den Variablen in den beiden Sum-
manden gleiche Werte gibt. Nach Satz 6 ist also
P+ @=2y+ ¢,
wobei die binéire Form y wieder vollregulir ist. Nun ist
Mg + ¢) =A(g) + Alp) =0 mod. pk
und nach Satz 4
Ao + ¢) =Aley) + Aly) =A(y) mod. pk,
also A(y) = 0 mod. pk. Nach dem Zusatz 2 zu Satz 3 folgt daraus o = x'y’. Wir haben
damit die Regel
(6) ¢+ p=zy+ 2’y

Aus der Voraussetzung ¢ +f=~¢ +f folgt nun ¢ + ¢ +f=~¢ + ¢ + /', also
xy + 2y’ + f=~azy + 2y +f. Daraus folgt durch zweimalige Anwendung von
Satz 6 die Behauptung f={'.

Durch wiederholte Anwendung von Satz 6 ergibt sich, daB jede quadratische
Form F in die Gestalt ,‘S xy; + f transformierbar ist, wo f eine die Null nicht darstellende

Form ist. Dabei ist f durch F bis auf dquivalente eindeutig bestimmt. Wir nennen f wie
in W. Q. die Grundform von F, und nennen zwei Formen F und F' ihnlich, in Zeichen
F ~F', wenn sie dquivalente Grundformen haben. Diese Beziechung ist reflexiv, sym-
metrisch und transitiv. Ist F, ~F] und F, ~ Fj, so ist F', + Fy ~ I"{ + F;. Ahnliche
Formen haben inshesondere dquivalente quasilineare Teile.

Satz 7. Sind F und F' dhnlich, so sind die quasilinearen Teile von F und F' zur
Grandform von F -+ F' dquivalent, und umgekehrt.

Beweis.  Wir konnen beim Beweis beider Behauptungen voraussetzen, dall die
quasilinearen Teile von F und F’ iibereinstimmen. Sei

¥ = %‘ d;z;

dieser gemeinsame quasilineare Teil von # und #'. Ist nun F ~ F’, so hat man
Fo~¢+F* ' ~q@-+ F*
mif einer vollreguldren Form ¢. Nach (6) ist

¢+ @ ~0.
Ferner 1st

F* | F* = 3 d2 + 3 diz® = 3 dy(g + 7)) = 3 3 = F*
1 7 7 ]

(in dem Sinne, daf} auf eine regulire Form reduziert wird). Daraus folgt
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F+F' ~(¢+ @)+ (F* + F*) ~F*,

Insbesondere gilt hiernach stets

F + F ~F*
Ist nun umgekehrt

Frg+F% F~g +F

mit vollreguliren ¢, ¢', und ist dabei F -+ F’' ~ F*, so folgt vermige'der Regel

F* - F* ~ F*
die Behauptung:
‘ F~F+F*~F+(F+F)=F+F)+F ~F+ +F ~F'
Satz B, FEs sei F* der quasilineare Teil von F, also

Fe=f+ F*

mit vollregulirem f, und es sei d == 0 irgendein durch F* darstellbares Element aus k. Dann

- ist die Algebra
: ColdF) = C(df) - k() F*)
eine Invariante der Form F.
Ist F eine terndre nicht quasilineare Form, also
F~f+ dz? = (ax® 4 bxy + cy?) + dz2,
s0 bilden dk* und Cy(dF) = C(df) ein vollstindiges Invariantensystem fiir die Aquivalenz.
Beweis. Zum Beweis der ersten Behauptung geniigt es zu zeigen, daB die Algebra
C(dF') nicht von der Wahl des durch F* darstellbaren Elements d 4 0 abhiingt; dann
gilt ja dasselbe auch fiir die Restklassenalgebra Cy(dF) nach ihrem Radikal. Da nun d
das Quadrat eines reguliren Elements w aus dem Zentrum C(F*) von C(F) ist, folgt
in der Tat C(dF) ~ wC(F) = C(F). )
Zum Beweis der zweiten Behauptung sei u, v das Erzeugendensystem von C(df) mit
u? =da, uv- wu=db, *=de.
Dann ist
dF ~df + 22 = (2u + yv + 2)2
Nun ist das Quadrat des allgemeinen Elements aus C(df):

(tuv + 2u + yv -+ 2)* = dbt(tuv + au + yv) + (df + 22 + d2ace?).
Es reduziert sich dann und nur dann auf ein Element aus k, wenn ¢ = 0 ist. Daher hat
7w + yv + z eine invariante Bedeutung fir C(df); es ist das allgemeine Element aus
C(df) mit Quadrat in k. Hiernach ist die Form df 4 2 ~ dF und damit die Form F
selbst invariant durch dk? und C(df) bestimmt.

Satz 9. Damit eine terndre nicht quasilineare Form
F~f4 dz* = (a2® + bry + cy®) + dz?
die Null darstellt, ist notwendig und hinreichend, daff die Algebra Cy(dF) = C(df) zerfallt.
Damit eine quaterndre nicht quasilineare und nicht vollregulire Form
F~f+de® +d'z"” = (aa® + bay + cy?) + dz® + d'z"

die Null darstellt, ist notwendig und hinreichend, daﬁ die Algebra Cy(dF) = C(df) -k l/ dd’ )
zerfdallt.

Beweis. Stellt F, also auch dF die Null dar, so gilt nach Satz 6

Journal fiir Mathematik, Bd, 188, Heit 8. 22
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dF ~ xy + 22 bzw. axy 4 22 4 dd'z",
also -

Co(dF) ~ C(xy) bzw. C(xy) - k() dd).
Da C(zy) zerfillt, ergibt sich die behauptete Zerfallsbedingung.

Ist umgekehrt diese Zerfallsbedingung erfiillt, also Cy(dF) isomorph zur zweireihigen
vollen Matrixalgebra iiber k bzw. k(]/a'_d-'), so gibt es in Cy(dF) ein von Null verschiedenes
Element mit dem Quadrat Null. Dieses Element hat nach dem vorigen Beweis die Form

ru + yv + 2z bzw. (x, + ;rzl/lid*)u + (y + y,,l/(ﬁ_')w + (2, + 22}/&&7),
wobei die Elemente x, y baw. 2, z,, y,, y» aus k nicht siimtlich Null sind. Im terniren
Falle hat man dann die Nulldarstellung
dlaz® + bay + cy*) + 22 =0
durch die Form df 4 z® = dF. Im quaterniren Falle hat man zunichst
d[a(a} 4 dd's3) + b((zy 25 + dd'yy ys) + (21yg + aay0) Vedd') + c(y? + dd'y3))
+ 2 4 dd'z2 =0,
Aus Rationalitiitsgriinden ist dabei 2,9, + 2y, = 0, so daB man setzen kann:
= he, ¥3=hka,
h="hy Y= hy,
wobei 4;, 4; und z, y je nicht beide Null sind. Dividiert man dann das zugrundeliegeqde
Element aus Cy(dF) durch 2, 4 A,)/dd’, so geht es in die Form au+4 yv + z + z'}/dd’
itber, und man hat die Nulldarstellung
d(aa® + bay + cy®) + 22 + dd'z2 =0
durch die Form df + 2% + dd'z"? ~ dF.

Batz: 10.  Damit eine quaterndre vollregulire Form F die Null darstellt, ist not-
wendig und hinreichend, daf die Algebra C (F) im Korper k(A(F)/p) zerfallt.

Beweis. Stellt F die Null dar, so gilt nach Satz 6

F=uay+f
mit einer vollreguliren biniiren Form f, also
C(F)~C(xy)C(f) ~C(f)
und :
A(F) = A(zy) + A(f) = A(f) mod. pk.
Da C(f) in k(A(f)/p) zerfillt, ergibt sich die behauptete Zerfallsbedingung.
Sei umgekehrt diese Zerfallsbedingung erfiillt. Wir setzen an:

F~f+/,
mit vollreguléiren bindiren Formen
416

b .
= a2} + byayy, + ¢ Yyt = alN(ﬂh + ‘a—l ?11‘”1) mit @y = _bé.'/ﬂov
1 1

b asC
fo = apa§ + byxgys + cyyt = “zN(fl’z - f ?lnf”a) mit  wy = %%1 P
2 s

Wir brauchen nur den Fall zu betrachten, daf nicht schon f, oder f, die Null darstellt.
Dann sind a;, ag # 0, und nach dem Zusatz 2 zu Satz 3 sind
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K, = k(w,) = k(A(fy) /p),

K, = k(wy) = k(A(f2)/p)
separable quadratische Korper iiber k. Sei ferner
w = wy + g

also

K = k(w) = k(A(F)/p). Bl
Die vorausgesetzte Zerfallsbedingung besagt, dafi die Algebra C(Fy=C(f)C(f;) im
Korper K zerfillt:
C(F)g = C [k € fo)x ~1.
Da die normalen einfachen Algebren vom Grade 2 den Exponenten 2 haben, kann dies

auch dahin ausgesprochen werden, daf die Algebren C(f;) und C (f,) durch Erweiterung
auf K isomorph werden:

. .gr};é‘«?‘?hzh ; "\‘.”‘V":‘?@W“

C(f)x = Cfa)g-

Da fiir ihre Zerfiallungskorper K, und K, jedenfalls
KK, = KK,

gilt, driickt sich dies durch eine Relation

as = a; N(& + yoy) mit & nin K
aus. Liegen £, # sogar in k — das ist sicher der Fall, wenn K = k, also K, = K, ist —,
80 hat man hiernach die Nulldarstellung

a
By =&, ‘ylzb?,r, 2 =1, yp=10
1

durch f, + f, = F. Liegen &, » nicht in k — dann ist K quadratisch iiber kund KK, = KK,
quadratisch iiber K —, so seien

g =&+ py ‘U’ =n-+q mit p,q in k

e

o

i

i
£
b
£
g
B

: die Konjugierten zu &, 5 in K. Da N (&:—j{—:’:)“) — 1 ist, gibt es bekanntlich ein Element
‘ @+ vo, mit g, v aus K derart, daf B
’ E y'oy  p+ v+ 1)
. Ed oy ptoroy
ff: also
ntomen v 1
&+ oy pAt vy x4 ooy

i
ist, wo auch & = "in K liegt. Dies o liegt nicht schon in k, weil & # nicht in k liegen
Y

sollten; dagegen liegt N(x + o) = px + poy in k, weil N(§ + yw,) in k liegt. Daher
ist notwendig

a=r+ o also &+ o, =r+ w, mt r in k.

Zusammengenommen folgt so:

£+ oy = (py + qoy) (r + wy) = w mit  pg, g in K,
Pz + qag

R m

22*

e U A i
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und demgemiB
agN (pg + gaws) = a1V (py + q101)-

Daraus ergibt sich die Nulldarstellung
=P =i Ty = Py Y2 = b 42
1 " 2
durch f, + fy == F. Damit ist Satz 10 Fewiesen.

Satz 11. Wird iiber den Korper k die Voraussetzung gemacht, daf die Ahnlichkeits-
klassen der normalen einfachen Algebren vom Grade 2 iiber k eine Gruppe bilden, so ist die
Grundform. jeder vollreguliren Form hichstens quaterndr, und fiir eine nicht vollregulire
Form ist der vollregulire Teil der Grundform hiochstens bindr.

Mit anderen Worten: Unter der angegebenen Voraussetzung iiber k stellt jede Form F
von einem der beiden Typen

Fefi+fa+fo F=f-+/f+ds
wo fy, fay fa vollreguliire bindre Formen sind, die Null dar.

Beweis. Indem man in f; eine der beiden Variablen gleich Null setzt, wird die
Behauptung fiir den ersten Typus auf dic Behauptung fiir den zweiten Typus zuriick-
gefithrt. Durch Division mit d kommt man dann auf den Nachweis zuriick, dafl jede
Form vom Typus

(1) Fefy+ fo + 28 = (@] + by, + eyyi) + (23 + byays -+ ea) + 2
die Null darstellt.

Nach der Voraussetzung iiber k ist C(f, + f,) = C(f,)C(fy) dhnlich zu einer nor-
malen einfachen Algebra vom Grade 2. Wir kiénnen annehmen, daB C(f,), C(f;) und
C(f; + f;) nicht zerfallen, weil sonst nach Satz 9 bzw. nach Satz 10 schon f; 4 z* oder
fa -+ 2% oder f, + f, die Null darstellt. Dann sind die minimalen Zerfallungskorper von
C(f,), C(fy) und C(f, + f,) quadratisch. Sind K,, K, untereinander verschiedene mini-
male separable Zerfillungskirper von C(f,), C(f,), so ist der biquadratische Kirper K, K,
Zerfillungskérper von C'(f, + f,), so daB notwendig einer seiner drei quadratischen
Teilkirper K,, Ky, K Zerfillungskorper von C (fy + f,) ist. Entweder kénnen nun K,, K,
so gewihlt werden, daB weder C(f;) von K; noch C(f,) von K, zerfillt wird; dann wird
C (f, + f,) weder von K, noch von K,, also von K zerfdllt. Oder aber es sind die minimalen
separablen Zerfillungskirper einer der beiden Algebren C(f,), C(fy) — sie sei mit C(f)
bezeichnet — simtlich auch Zerfillungskorper der anderen und daher auch von C(f; + f5;).
Wir zeigen, daB man in diesem Falle ein Zerfallungskirperpaar K,, K, von € (f) so wiihlen
kann, daB der dritte quadratische Teilkorper K von K,K, wieder Zerfallungskorper von
C(f) ist.

Sei dazu u, v mit

ut=a, uwvt+vuw==0 v=c¢
das Erzeugendensystem “von C(f) mit
f = (xu 4+ yv)&
Wie man aus der entsprechenden Formel im Beweis von Satz 8 entnimmt, gilt dann fiir
das allgemeine Element aus C(f) die Formel

p(tuv + au + yv + z) = p(bt) u{ + (bt — 1) (au + yv) + (f + pz + act?).
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Diese Bildung reduziert sich dann und nur dann auf ein Element aus k, wenn bt = 1
ist, und dann gilt '

wy ac
p(—b——|-;m-|—yv—|—z):f—|— 172-—{—503.

Hiernach ist der allgemeine minimale separable Zerfallungskorper von C (f) gegeben durch
X ac M- Ry
K = k(8/p) mit 6 = (az® + by + cy®) + F‘ -+ pz,

wo , , z beliebige Elemente aus k sind. Fiir zwei solche Zerfallungskirper
ac
ol

o + le,

Ky = k(dy/p) mit &y = (ax] 4 by, + eyi) b

4 . . ac
Ky = k(8y/p) mit by = (axi + brgy, + cyp) + 5 + pzy
ist nun der dritte quadratische Teilkorper von K,K, gegeben durch K = k((d; + 4.)/p)
mit
Oy + 0y = (“’-(-"‘1 + @)+ (g A wg) (yy + ya) + elyy + y2)?) + blayys + Toyy) + (31 + 28).
Wihlt man also ay, ¥y, 75, ¥ aus k so, dal
‘ ac

b(zyyy + Thn) = 72

wird, so ist auch K Zerfillungskorper von C(f).
Wir kinnen demnach in jedem Falle zwei minimale separable Zerfallungskorper

_ Ky = k(dy/p), Ka = k(do/p)
von C(f,), C(f;) so wihlen, daf}
' K = k((d; + 63)/p)
Zerfallungskorper von C(f; + f;) ist. Seien dann
| C(f) = k(oy, 0;) mit poy =8y, O 07 = oy +1, 0 = ay,
C(fs) = k(wg, 8;) mit  pw, = dy, 0,005 = 0y + 1, 0; = xg

die zugehorigen verschrinkten Produktdarstellungen. Ihnen entsprechen die vollregu-
liren binédren Formen

@1 = 5 N(& + mon) = o & + by + by Ut
@2 = g V(€ + nawg) = 03 + agba 7y + Xg by -
Fiir diese gilt nach Konstruktion
C(p1) =C(h) C(pg) = C(fa),
A(py) = 0y A(pq) == 0, mod. pk,
und daher
Clpr+ @2) = Clfy + fo),
A(gy + @) = 6y + 6, mod. pk.
Hieraus folgt einerseits nach Satz 8
pr+8=h+4 e+ Gi=fa+ 2

und daraus
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J 971+§02+52f¥f1+f2+52s

i ‘ wihrend andrerseits das Zerfallen von C(f; 4 f;) in K = k((6, + 03)/p) das Zerfalle

i von C(@y + @g) in k(A(p, + @s)/p) bedeutet, so daB ¢, + @, nach Satz 10 die Nu
‘ darstellt. Zusammengenommen ergibt sich daraus, dal f, -+ f, + 2% die Null darstell
| wie behauptet.

| Satz 12, Wird iiber den Korpem¥-die Voraussetzung gemacht, daf jede Form vor
i Typus (7) in k die Null darstellt, so bilden die Variablenanzahl m = 2n, die Algebra C (F
| ’ und die Klasse A(F) ein volles Invariantensystem fiir die Aquivalenz der vollregulire
| quadratischen Formen F. '

’ Fiir n =1 ist die Voraussetzung iiber k enthehrlich.
|
\
\

Beweis. Da unter der iiber & gemachten Voraussetzung nach dem Beweis von Satz 1
jede vollregulire Form F einer vollreguliren quaterniren Form #hnlich ist, und da di
Ahnlichkeitsklasse von C'(F) und die Klasse A(F) Ahnlichkeitsinvarianten von F sinc
geniigt es zu zeigen, dafl zwei vollregulidre quaternire Formen F, F, mit

i C(Fy) = C (Fy),

| A(Fy) = A(F;) mod. pk

dquivalent sind. Sei dazu F eine zu F, 4 F, ihnliche vollregulére quaternére Form
F ~F, + F,.

C(F) ~C(Fy) C(Fy) ~1,
A(F) = A(F,) + A(Fy) =0 mod. pk.

Wegen der ersten Beziehung stellt F nach Satz 10 die Null dar. Nach Satz 6 ist als
F ~f, wo f eine vollregulire binire Form ist. Wegen der zweiten Bezmhung ist dabe
A(f) = 0 mod. pk; nach dem Zusatz 2 zu Satz 3 ist daher

F ~0.
Nach Satz 7 folgt daraus F, ~ F,, also F; ~ F,, wie behauptet.

|
|
ﬁ Dann ist
|
|
r
|
i
|
|
|

Satz 13. Fir n =1 treten genau diejenigen Zusammenstellungen C(F) und A(F
als Invarianten auf, fiir die C(F) in k(A(F)/p) zerfdllt.

Fiir n > 1 treten — wenn die Ahnlichkeitsklassen der normalen einfachen Algebre
vom Grade 2 iiber k eine Gruppe bilden — alle Zusammenstellungen C(F) und A(F) al
Invarianten auf.

Beweis. Die erste Behauptung ergibt sich, indem man zu einer verschrinktes

;V Produktdarstellung von C (F) mit dem Zerfillungskorper k(A(F)/p) wie im Beweis vo
| Satz 11 die Normform bildet.

Um die zweite Behauptung zu beweisen, wihle man eine bindre Form f, mi
| C(f,) = C(F) und eine binire Form f, mit C(f,) ~ 1 und A(f,) + A(fy) = A(F) mod. gk
Dann leistet eine zu f; + f; dhnliche Form von 2n Variablen das Verlangte.

Zum AbschluB machen wir noch einige Bemerkungen.

Bemerkung 1. Wenn k& vollkommen ist, so zerfallen alle normalen einfacher
Algebren vom Grade 2 iiber &, und die quasilinearen Teile reduzieren sich auf 0 oder 22
Danach folgt aus den Sitzen 9, 10, daB jede quadratische Form entweder zu einer voll
reguliiren bindren Form oder zu z? dhnlich ist.
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Bemerkung 2. Wenn & den Unvollkommenheitsgrad [k : k*] = 2 hat, also z. B.
. wenn k ein algebraischer Funktionenkorper oder ein Potenzreihenkdrper einer Unbe-

~ stimmten ¢ Giber einem vollkommenen Konstantenkorper Q ist, so reduzieren sich die
quasilinearen Teile auf einen der vier Typen 0, z%, 122, z5 - tz}, wo ¢t ein nicht zu k?* ge-
horiges Element aus k ist. Ferner bilden in diesem Falle die Ahnlichkeitsklassen der
normalen einfachen Algebren vom Grade 2 iiber k, wie leicht zu sehen, eine Gruppe.
Fiir [k : k*] = 2 ergibt sich demnach aus den Sitzen 9, 10, 11, 12 fqlﬂg_qg[ps:
Fiir vollregulire F bilden m = 2n, C(F), A(F) ein vollstindiges Invariantensystem.
Fiir F mit quasilinearem Teil dz® (d = 1 oder t) ist F ~f -+ dz* mit vollreguldrem
bindrem f, und es bilden m = 2n + 1, d und Cy(dF) ~ C (df) ein vollstandiges Invarianten-
system.
Fiir F mit quasilinearem Teil z; + 1z} ist F ~ z; + tz], und es bildet m = 2n + 2
ein vollstindiges Invariantensystem.
Zu der letzten Aussage beachte man, daBl k(Vt) = k', als der einzige inseparable
quadratische Erweiterungskorper von k, jede normale einfache Algebra C (f) vom Grade 2
zerfillt, woraus dann die Behauptung nach dem zweiten Teil von Satz 9 folgt.

Eingegangen 25, Januar 1940.




